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1.

1.1.

Zakladni pojmy

Zakladni pojmy z teorie mnozin

V této kapitole zopakujeme zakladni skutecnosti z teorie mnozin, které budeme pozdéji zobecnovat.
Neni zde misto na podrobnou vystavbu zakladi teorie mnozin, kterd byva ¢asto nahrazovana intuitivnim
chdpanim pojmu mnozina. Z predchozich kursu byste méli védét, ze napt. ke kazdé mnoziné A existuje
mnozina vSech jejich podmnozin, budeme ji znacit P(A). Zato vSak neexistuje mnozina vSech mnozin,
nebot takovy pojem vede ke sporu. Témto problémim se snadno vyhneme tak, Ze se omezime na stu-
dium podmnozin jedné (libovolné, ale pevné dané) tzv. univerzalni mnoziny (univerza), kterou budeme
znacit X.

Pripomenme nékteré pojmy:

Kardinalitou (téz mohutnosti) koneéné mnoziny rozumime jeji poc¢et prvka. Zobecnéni na nekoneéné
mnoziny je obtiznéjsi, ale pro tento kurs neni podstatné.

Kartézsky soucin dvou mnozin A, B, zna¢ime A X B, je mnozina vSech usporddanych dvojic, v nichz
prvni prvek je z prvni mnoziny, druhy z druhé, tedy

AxB={(a,b): ac A be B}.

Mmnozinové operace prinik a sjednoceni mizeme snadno zavést pomoci vyrokovych operaci konjunkce
(A) a disjunkee (V).

Prinik: ANB={xz: (x € A)A(z € B)}.

Sjednoceni: AUB ={x: (x € A)V (x € B)}.

Dopliikern mnoziny A, zna¢ime A, ma byt mnozina vech prvki, které do ni nepatii. Aby takova
definice byla korektni, musime se omezit na prvky univerzalni mnoziny, tedy

A={z:z2eX,z¢g A}
Inkluzi (tj. vlastnost ,,byti podmnozinou®), A C B, lze zavést nékolika ekvivalentnimi zpusoby, napf.

(1) VzeA: ze€ B,

(2) VeeX: (r€A=z€B),
(3) AnB=A,

(4 AUB=B

Posledni dva vztahy charakterizuji inkluzi pomoci mnozinovych operaci.
Povsimnéme si jesté, Ze naopak 1ze vSechny mnozinové operace zavést pomoci inkluze (a z ni pfirozené
odvozenych operaci maxima a minima souboru mnozin):

ANB=max{C C X: CCA, CC B},
AUB=min{C CX: ACC,BCC(},

A=max{CCX: CNA=0}=min{CCX: CUA=X}.
Doplnék je také jednoznacné charakterizovan vztahy
ANA =0, AUA =X.
Doplnék nedostacuje k urceni inkluze, spliiuje vSak nasledujici ekvivalenci:

ACB < BCA.
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1.3.

Zdkladni pojmy 1.2. Charakteristickd funkce

Charakteristicka funkce

Alternativné lze mnozinu A popsat jeji charakteristickou funkei pa : X — {0,1},

|1 proxeA,
MA(I)_{O pro x ¢ A.

(Zde je opét dilezitd univerzalni mnozina X jako definiéni obor charakteristické funkce.) Takto bézné
reprezentujeme mnoziny na pocitaéi, napt. v Pascalu. Mnozina A je svou charakteristickou funkei ja
jednoznacné urcena:

A={zeX: pa(x)=1}={zr e X : pa(z) > 0}.

I kdyZ charakteristickd funkce nebyva prostd, budeme pro ni (podobné jako pro jind zobrazeni) pouzivat
znaceni pro inverzi u;\l, kterd mnoziné obrazi M C {0, 1} pfifadi mnozinu v8ech odpovidajicich vzort,
tj.
-1
WA (M) = {z € X : pa(w) € M},

S timto znacenim lze psat
—1 -1
A= piy ({1}) = Ha ((Oa 1>>
Je-li argumentem uzl jednoprvkova mnozina, ¢asto piseme pouze tento prvek, tedy /4;11(1) znamena

pa({13)-

Inkluzi a mnoZinové operace lze pomoci charakteristickych funkci vyjadrit nasledovné:

ACB <& pa < pg,
panp(@) = pa(x) App(r) = pa(e) - pp(r) = min(pa(@), pp()),
paus () = pa(z) V pp(e) = max(pa(z), pp(r)),

pz (@) =1 —pa(z) = —pa(z),

kde — znaci logickou negaci.

Zakladni pojmy teorie fuzzy mnozin

Zatimco zobecnéni pojmu mnoziny v puvodnim tvaru je tézko predstavitelné, charakteristickou
funkei 1ze snadno zobecnit na funkci nabyvajici vice (pravdivostnich) hodnot. Zde se aZ na vyjimky
omezime na ptipad, kdy mnozinou pravdivostnich hodnot bude interval redlnych ¢isel (0, 1) nebo jeho
podmnozina.

Opét budeme piedpoklddat pevné zvolenou univerzalni mnozinu X. Fuzzy podmnozinou A uni-
verza X (strucné fuzzy mnozinou) budeme rozumét objekt popsany (zobecnénou) charakteristickou funkei

ja s X = (0,1)

(nazyvanou téz funkce prislusnosti). Pro kazdy prvek € X hodnota pa(z) € (0,1) fikd, do jaké miry
je « prvkem fuzzy mnoziny A. Kazda funkce z X do (0,1) uréuje jednozna¢né néjakou fuzzy mnozinu.
V nékterych udebnicich se ztotoziuji fuzzy mnoziny a jejich funkce piislusnosti, pak misto p(z) piSeme
struénéji A(z). Zde budeme tyto pojmy diisledné rozliSovat, mj. proto, Ze fuzzy mnozina pro nas bude
objektem, ktery je mozno popsat vice zpusoby, z nichz jednim je funkce pfislusnosti. Podobné napft.
ndhodné veli¢ina je objektem, ktery lze popsat distribuéni funkei, ale i jinak, napf. hustotou (pokud
existuje), charakteristickou funkei apod.

Zapis x € A nebudeme pro fuzzy mnoziny pouzivat, protoze ztraci puvodni vyznam. Vyhradime jej
pouze pro klasické“ mnoziny (které nejsou fuzzy); tém budeme pro odliSeni fikat ostré mnoziny (angl.
crisp). Zapis pa(x) budeme pouzivat jak pro fuzzy mnoziny, tak pro ostré mnoziny jako specialni pfipad.
Je-li tedy A ostrd mnozina a x € X, pak pa(z) € {0,1} je pravdivostni hodnota vyroku = € A.

Vsechny fuzzy podmnoziny univerza X tvorl mnozinu, kterou budeme znacit F(X).

Nejdrive zavedeme nékolik zékladnich pojmi pro libovolnou fuzzy mnozinu A na univerzu X.

Obor hodnot: Range(A) = {a € (0,1): (Fx € X : pa(z) =a)}

Vyska: h(A) = sup Range(A)

Je-li fuzzy mnozina vysky 1, nazyva se normalni; v opacném pripadeé ji fikdme subnormdlni.

3
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Zakladni pojmy 1.4. Popis fuzzy mnoZin pomoct Tezi

Nosic (angl. support) je ostrd mnozina
Supp(A) = {z € X : pa(z) >0}, neboli Supp(A) = p;"((0,1)).

(Aby se nosi¢ nepletl se supremem, piseme zde velké S a dvé ,p“.)
Jadro (angl. core) je ostrd mnozina

core(A) = {z € X : pa(z) =1}, tj. core(A) = 3 (1).

Fuzzy mnozina se nazyva konecnd, mé-li koneény nosi¢. V tom pripadé definujeme tzv. skaldarni

kardinalitu predpisem
card(A) = Z wa(z).
zeX

Y

Je zfejmé, ze stadi s¢itat pres € Supp(A) a Ze pro kone¢né ostré mnoziny tento pojem splyva s klasickou
kardinalitou.

Libovolnou fuzzy mnozinu muZzeme popsat jeji funkci pfislusnosti. Napiiklad na univerzu X = R
muzeme definovat fuzzy mnoziny A, B predpisem

0 pro z < 0,
oz pro z € (0,1),
pa(w) = 2—x proze(l,2),

0 pro x > 2,

% pro x = 3,

1 prox=4

pp(r) =4 1 ’

1 proxr =35,

0 jinak.

Pro konecné fuzzy mnoziny je tento zapis zbytecné neprehledny, zavadi se proto pro néj stru¢néjsi vyja-
dfeni. Zde budeme psat napft.
UB = {(37 %)a (47 1); (57 %)}

Vyuzivame toho, Ze realna funkce na X je podmnozina kartézského souc¢inu X x R, tady mnozina
usporadanych dvojic; jedind odchylka od standardniho znaceni spoc¢iva tedy v tom, ze neuvadime prvky
s nulovym stupném pfislusnosti. (Pak ale musime zvlast fici, co je univerzem, tedy definiénim oborem
funkce prislusnosti.)

Poznamka 1.1. V literatufe se setkdme s mnoha jinymi zapisy, napt.

pe ={3/3,1/4,3/5}.

Zde jsme volili zapis co nejpodobnéjsi zvyktim z jinych oblasti matematiky.

Popis fuzzy mnozin pomoci fezi

Nyni ukazeme i jiny zptisob uréeni fuzzy mnoziny nez pomoci jeji funkce prislusnosti. Ten bude
mnohde vyhodny, proto bude ti¢elné naucit se oba popisy navzdjem prevadét.

Definice 1.2. Necht A € F(X), o € (0,1). Pak a-hladina (angl. a-level) fuzzy mnoziny A je ostra
mnozina
pait(a)={z € X: pa(z) =a}.
Systém. ezt fuzzy mnoziny A je zobrazeni
R4 :(0,1) — P(X),
které kazdému « € (0, 1) pfifazuje tzv. a-rez (angl. o-cut)

Ra(e) =py' (e, 1)) = {z € X : pa(z) > a}. (1.1)

Pouzijeme-li v pfedchozim vztahu ostrou nerovnost, dostaneme systém ostrych rezi Sa : (0,1) —
P(X), kde ostry a-rez je

Sa(a) =py' (1)) = {z € X : pa(z) > a}.



Zakladni pojmy 1.4. Popis fuzzy mnoZin pomoct Tezi

Poznamka 1.3. V literatufe se setkdvime s mnoha jinymi zptisoby znadeni a-fezu fuzzy mnoziny A,
napf. [A],, *A4, A atd.

Rezy a hladiny fuzzy mnoZin maji nasledujici vztah k diive zavedenym pojmiim:

Range(A) = {a € (0,1) : uy'(a) # 0},
h(A) = sup{a € (0, 1) Ra(a) # 0},
Supp(A) = 54(0),
core(A) = Ra(1).

Trivialné plati pro v8echna A € F(X):

Ra(0) =X,  Sa(1)=0.

Véta 1.4 (o systému Fezu). A. Necht M : (0,1) — P(X) je systém Fez fuzzy mnoziny A € F(X),
tj. M = R4. Pak M splnuje podminky

M(0) = X, (R1)
0<a<pf<1= M(a)DMQp), (R2)
0<B<1=M@PB)= ()] M) (R3)

a<f

(Prinik v (R3) je pres vSechna a € (0, 3).)
B. Naopak, kazdé zobrazeni M : (0,1) — P(X) spliiyjici podminky (R1), (R2), (R3) je systémem
fezil néjaké fuzzy mnoziny A € F(X), tj. M = Ra.

Dukaz.

A. (R1): M(0)=R4s(0)=X (0-Fez).

(R2): Jeli ze€ M(B)=Ra(8), znamena to, ze
pa(xz) > 0>, tedy z€ Ra(a)=M(a).

(R3): Pro rovnost dvou mnozin je potieba dokdzat dvé inkluze.
Podle (R2) pro vSechna a € (0, 3) plati M (5) C M(«),
proto M(3) C ﬂ M(a)

a<f
Pro dtkaz obracené inkluze predpoklddejme, ze x € ﬂ M(«)
a<p

To znamend, Ze pro vSechna « € (0, 3) plati pa(z) > «,
tedy pa(z) >, mneboli x € Ru(8)=M(B).

B. Funkci pfislusnosti hledané fuzzy mnoziny A lze definovat v kazdém bodé takto:
pa(z) =sup{a € (0,1): z € M(a)}. (1.5)

(Supremum existuje, protoze podle (R1) je pfislusnd mnozina neprazdna.) DokaZeme, Ze systém
fezli R4 je roven M. Dikaz opét rozlozime na dvé inkluze.

Pokud x € M(3), pak pfimo z definice pa vyplyva pa(x) > 0, tj. x € Ra(0).

Necht z € Ra(3), tj. pa(z) = sup{a € (0,1) : z € M(a)} > (. Vzhledem k (R2) to znamené,
Ze pro vechna « € (0, 3) plati z € M («), a tedy s vyuzitim (R3)

re () M(a)=M(@).

a<f
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Poznamka 1.5. Kromé vztahu (R3) plati trividlné také

Ra(8) = [ Ra(w),

as<p

Ra(8) = | Ra(w),

azf

ale neplati
Ra(B) = |J Ra(w).

a>p
Za protipiiklad staéi vzit X = {z,y}, pa = {(x,1), (y,0)}. Pro 8 = 0 dostavame R4(0) = X, |J Ra =

a>0

Véta o reprezentaci pomoci fezll ndm zajistuje, ze kazd4 fuzzy mnozina je jednoznacné urcena
svym systémem fezu. Popisu fuzzy mnoziny pomoci systému fezu fikdme horizontalni reprezentace, na
rozdil od vertikdlni reprezentace pomoci funkce p¥islusnosti. Vzajemny pfevod obou reprezentaci zajistuji
vztahy (1.1) a (1.5). Ty budeme potiebovat, nebotf pro nékteré tcely je jedna z reprezentaci vhodnéjsi nez
druha. Prevod z horizontalni reprezentace na vertikalni uvedeme jesté v jiném tvaru s vyuzitim nasobku
funkce prislusnosti skaldrem.

Véta 1.6. Necht A € F(X). Pak

pa(z) =sup{a € (0,1): = € Ra(a)}, pA = SUD QUR,(a) = SUP  QUR,(a);
ae(0,1) acRange(A)

kde supremum v poslednim vztahu poc¢itdme po bodech, tj.

pa(®) = sup app, (o) ().
ae(0,1)

(S timto supremem se pozdéji setkdme jako se standardnim fuzzy sjednocenim.)

Dukaz. Prvni vztah se vyskytl jiz v diikazu véty o reprezentaci fezt (1.5). Dalsi jsou jen jeho ekvivalentni
formulace. O

Jako priklad vyuziti horizontalni reprezentace uvazujme, jak reprezentovat v pocitaci fuzzy mnozinu
realnych cisel. Vertikalni reprezentace vyzaduje zadat realnou funkci. Jeji hodnoty mohou byt urceny
s velkou presnosti, ale ta nemusi byt uzitecna. Jelikoz uz samy pravdivostni hodnoty vyjadiuji vagnost,
vystac¢ime cCasto s pomérné malym poctem stupnt piislusnosti. V horizontalni reprezentaci pak staci ke
kazdému z nich uréit p¥islusny fez. Casto bjvéa Fezem interval, k jehoz uréeni staci dvojice éisel. Pozdéji
uvidime, Ze tato reprezentace je vhodna i pro nékteré operace.

Piiklad 1.7. Na univerzu X = {a,b,c,d} je déna fuzzy mnozina ps = {(a,0.3), (b, 1), (c,0.5) }. Najdéte
jeji horizontéalni reprezentaci.
Reseni.
X pro o = 0,
{a,b,¢} pro a€(0,0.3),
{b,¢}  pro «a € (0.3,0.5),
{b} pro a € (0.5,1).
Piiklad 1.8. Fuzzy mnozina A mé horizontalni reprezentaci

{a,b,¢,d} proa € (0,1/3),

Ra(a) = {a,d} pro a € (1/3,1/2),

(

(
{d} pro a € (1/2,2/3),
0 pro a € (2/3,1).

RA(Oé) =

Najdéte jeji vertikalni reprezentaci.

Reseni.
pa(a) =sup{a € (0,1) : a € Ra(a)} =sup(0,1/2) =1/2,

podobné  pa(b) =1/3, pa(c) =1/3, pa(d)=2/3, tedy
naA = {(aa1/2)7 (bv 1/3)7 (Ca 1/3)v (da 2/3)}
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Priklad 1.9. Fuzzy mnozina A m4 horizontdlni reprezentaci

{a,b,¢} proa=0,
Ry(a) =1 {a} pro « € (0,1/2),
{a,b}  jinak.

Najdéte jeji vertikalni reprezentaci.

Reseni. Zadani neni horizontalni reprezentaci z4dné fuzzy mnoziny, protoZe neni splnéna podminka (R2).
Napiiklad Ra(1/2) € Ra(1). Dostavéme pi4(b) = sup{a € (0,1) : b€ Ra(a)} =sup({0}U(1/2,1)) =1,
ale b Ra(1/2).

Priklad 1.10. Fuzzy mnozina A méa horizontalni reprezentaci

{a,b} proa=0,
Ra(a) =< {a} proae(0,1/2),
0 jinak.
Najdéte jeji vertikalni reprezentaci.

Reseni. Zadani neni horizontélni reprezentaci zadné fuzzy mnoziny, protoze neni splnéna podminka (R3).
Dostavame p4(a) = sup{a € (0,1) : a € Ra(a)} =sup(0,1/2) = 1/2, ale a € Ra(1/2).

Piiklad 1.11. Na univerzu X = R je dana fuzzy mnozina A:

x pro z € (0,1),
palx) =1 2—z proz € (1,1.5),
0 jinak.

Najdéte jeji horizontéalni reprezentaci.

Reseni.
R pro o = 0,
Ra(a) =< (a,1.5) pro « € (0,0.5),
(a,2 —a) proa € (0.5,1).

Priklad 1.12. Je dana horizontalni reprezentace fuzzy mnoziny A:

R pro o = 0,
Ra(a) = { (a?,1) jinak.
Najdéte jeji vertikdlni reprezentaci.

Reseni.

_JVx proze(0,1),
pa() = {0 jinak.

Priklad 1.13. Je dana horizontalni reprezentace fuzzy mnoziny A:

R pro a =0,
Ralo) = { (a2,1) jinak.

Najdéte jeji vertikalni reprezentaci.

Reseni. Zadani neni horizontélni reprezentaci zadné fuzzy mnoziny, protoze neni splnéna podminka (R3).

Dostévame napiiklad p4(1/4) = sup{a € (0,1) : 1/4 € Ra(a)} =sup(0,1/2) =1/2,ale1/4 & Ra(1/2).
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Zdkladni pojmy 1.5. Fuzzy inkluze

Fuzzy inkluze

Definice 1.14. Necht A, B € F(X). Rikdme, ze A je podmnozinou B a piseme A C B, jestlize plati
Vee X : pa(z) < ppx).

Protoze takto je definovana i nerovnost realnych funkci, kterymi funkce pfislusnosti fuzzy mnozin
jsou, muzeme ekvivalentné psat téz ua < up.

Poznamka 1.15. Nemiizeme pouzit zapis Vo € A: x € B, nebot pro fuzzy mnozinu A nemame dosud
definovan vyznam kvantifikitoru Va € A.

Véta 1.16. Necht A, B € F(X). Pak A C B pravé tehdy, kdyz

Va € (0,1) : Ra(a) C Rp(a). (1.6)

Dukaz. 1. Predpokladejme, ze A C B, © € Ra(a). Pak a < pa(z) < pp(z), tedy 2 € Rp(a) a
Ra(a) C Rp(«).
2. Predpoklddejme, ze plati (1.6). Necht = € X. Podle véty 1.6 je

pa(z) =sup{a € (0,1): € Ra(a)}.

Protoze {a € (0,1): 2 € Ra(a)} € {a€(0,1): = € Rp(a)}, plati nerovnost pa(z) < sup{a € (0,1) :
z € Rp(a)} = pp(z). O

Diky této vété mame dvé ekvivalentni formulace fuzzy inkluze; jednu pro vertikalni a jednu pro
horizontalni reprezentaci.
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2.1.

2.2,

Operace s fuzzy mnoZinami

Ostré mnoziny

Zacneme prehledem situace pro ostré mnoziny a zamérime se na vztah mezi mnozinovymi a vyroko-
vymi operacemi. Vyrokovymi operacemi v tomto specidlnim pfipadé minime operace Booleovy algebry,
dané znamymi tabulkami hodnot.

mnozinové operace ‘ vyrokové operace ‘ vztah

doplngk  :P(X) — P(X) | negace —:{0,1} —»{0,1} | A ={ze X: ~(z € A)}

prunik N:P(X)? - P(X) | konjunkce A: {0,1}2 = {0,1} | ANB={z € X: (x€ A)A(z € B)}
sjednoceni U : P(X)? — P(X) | disjunkce V:{0,1}?> - {0,1} | AUB={z € X: (z€ A)V (z € B)}

Pro charakteristické funkce lze pfedchozi vzorce psat:

pg() = —pa(x),  pans(@) =pa(@) Aps(x),  paus(@) = pa() vV ps().

Dtlezitost uvedenych vzorca tkvi mj. v tom, ze zatimco definiéni obor mnozinovych operaci mutze
byt rizny v zavislosti na volbé univerzalni mnoziny, vyrokové operace zlstavaji stejné. Staci tedy znat
vyrokové operace, aby bylo mozné zavést mnozinové operace na libovolném univerzu.

Dalsim dtisledkem je, ze mnozinové operace spliuji stejné vlastnosti jako odpovidajici vyrokové
operace (napf. komutativitu, asociativitu, distributivitu), jmenovité zdkony Booleovy algebry. Ty lze
vyjadiit napf. nasledovné (neni to nejuspornéjsi soustava axiomd, nékteré lze odvodit z ostatnich):

involuce: o= a,

komutativita: aVpB=0pVa, alNf=0ANa,
asociativita: (aVB)Vy=aV(BVy), (aANB)Ay=aA(BA7),
distributivita: aN(BVy)=(aAB)V (aAy), aV(BAYy)=(aVp)A(aVy),
idempotence: aVoa=a, alNa=q«,
absorpce: aV(anp)=a, aA(aVp)=q,

absorpce s univerzem a 0: aVvl=1, aN0=0,

neutralni prvky: aVi=a, alNl=aq,

zakon kontradikce: aA-a=0,

zakon vylouc¢eného ttetiho: aV-a=1,

de Morganovy zakony: —aAf=-aV s, —aV G =-aAp.

Analogie pro operace s fuzzy mnozinami

Rovnéz pro operace s fuzzy mnozinami budou zdkladem operace fuzzy vyrokového poctu, tedy
operace s pravdivostnimi hodnotami, tentokrat z intervalu (0, 1).

Poznamka 2.1. Vychazime z predpokladu, ze stupen pfislusnosti bodu x € X k vysledku operace zavisi
jen na jeho stupnich p¥islusnosti k operandim a je jimi jednozna¢né uréen (tomu fikdme, ze fuzzy logika
je funkciondlni).

V pripadé ostrych mnozin nebyl tento predpoklad vibec prekvapivy. V ptfipadé fuzzy mnozin je nutno
tento princip zdtraznit, nebof mnohdy nebyva spréavné pochopen. Jeho prvni ¢ést fikd, ze vysledek je
nezavisly na hodnotéach prislusnosti v ostatnich bodech.

Druhé cast ikd, ze stupné prislusnosti bodu k operandum poskytuji dostatecnou informaci pro
urceni stupné prislusnosti k vysledku. Napft. ze stupen pravdivosti fuzzy konjunkce ,je chladno a prsi“
je plné urcen tim, nakolik je chladno a nakolik prsi.

To je Gplné jina situace nez u pravdépodobnostni neurcitosti. Kdybychom definovali ostrd kritéria
pro jevy ,je chladno“ a ,prsi“, mohli bychom stanovit (ostrou) pravdivostni hodnotu vyroku ,dnes je
chadno a prsi“. Mohli bychom také hovorit o pravdépodobnosti jevil ,zitra bude chladno a bude prset®.
Ta nent jednoznacné urcena pravdépodobnosti vyroki ,zitra bude chladno® a ,zitra bude prset“; zalezi
zde navic na zavislosti zkoumanych jevi.



2.3.

Operace s fuzzy mnoZinams 2.3. Fuzzy negace

Je tedy tieba pripomenout, Ze fuzzy neurcitost se lisi od pravdépodobnostni mj. v tom, Ze je funk-
cionalni.

Jelikoz fuzzy mnozinové i vyrokové operace vesmés zobecnuji odpovidajici klasické operace, bu-
deme pro né pouzivat totéz znaceni: ,N,U,...,—,A,V,... a tutéZz terminologii, pouze s p¥ivlastkem
fuzzy“. JalL< ovSem uvidime, toto zobecnéni lze zavést vice zpusoby, které budeme rozlisovat indexy,
napt. 0,0Q,U, ... Index nahradime teckou, chceme-li hovofit o néjaké (blize nespecifikované) fuzzy ope-
raci prislusného typu, napi. N bude znamenat libovolny fuzzy prinik. Operandy bez indext vyhradime
jen pro dva ucely:

e operace klasické logiky a teorie mnozin,
e pro spojky pouzité v logice pro vytvareni formuli, plnici tedy roli ¢isté syntaktickou.
Spojky =, & vyhrazujeme pouze pro klasickou implikaci a ekvivalenci ostrych vyroki.

Fuzzy negace

Definice 2.2. Fuzzy negace je unarni operace - : (0,1) — (0, 1), spliiujici nasledujici axiomy:

oo = (N2)

Podle (N1) je fuzzy negace nerostouci, podle (N2) je involutivni.
Priiklad 2.3. Standardni fuzzy negace < Je definovana vztahem Ja=1-a.
Z axiomi (N1), (N2) vyplyvaji mnohem p¥isnéjsi podminky:
Véta 2.4. Kazda fuzzy negace - je spojitd, klesajici, bijektivni a splituje okrajové podminky
-1=0, -0=1. (NO)

-1

Jeji graf je symetricky podle osy 1. a 3. kvadrantu, tj. -~ ~' = = (neboli - je sama k sobé& inverzni).

Dusledek 2.5. Pro kazdou fuzzy negaci - existuje pravé jedna hodnota e € (0,1), pro kterou —e = e.
Nazyvame ji rovnovdznou hodnotou (angl. equilibrium).

Dukaz. Funkce f(3) = - — 3 spliuje f(0) =1, f(1) = —1. ProtozZe je spojita, ma podle véty o stfedni
hodnoté v intervalu (0, 1) nulové misto, které je rovnovéznou hodnotou. Jednoznacnost plyne z toho, ze
f je klesajici. O
Véta 2.6 (o reprezentaci fuzzy negaci). A. Necht i : (0,1) — (0, 1) je rostouci bijekce. Pak funkce

il omoi . —a—i-l(—i
o=iogod, tj Sa=i (SL(Q))
je fuzzy negace.

B. Naopak, kazda fuzzy negace — je uvedeného tvaru pro néjakou rostouci bijekci 7; ta se nazyva

generdtor fuzzy negace —.

Diukaz. (Dle [7].) A. (N1): Necht o, 8 € (0,1), a < 3. Jelikoz i, i~! uspofadani zachovavaji a ~ obraci,
dostavame postupné

i(a) <i(B),  gila) > 2i(B), i (gi(e) =i (Fi(0),
tedy Taz jﬁ.
(N2): TO?:i_l og\oioi_
B. Definujeme zobrazeni i pFedpisem

1 1

ogoi=itogoooi=4"'oi=id, kdeid je identita na (0,1).

S
a4+ 7w
. s -
(o) = ———
(@)= —
a dokdzeme, Ze je generatorem fuzzy negace —. Je zfejmé, Ze i je rostouci, spojitd a spliuje i(0) = 0,
i(1) = 1. Je to tedy bijekce na (0,1). Déle plati

() =1 a+ o 1—0¢+1—;‘7a Ja+ oo Ja+Ta JTTat T (=)
1) = —_ = = = = =\«
s 2 2 2 2 2 :
Tim jsme dokdzali, Ze 7o = io 7, neboli it 0og0di=". O
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2.4.

Operace s fuzzy mnoZinami 2.4. Fuzzy konjunkce (trojuhelnikové normy)

Poznamka 2.7. Pro rozliSeni od jinych reprezentaci se nékdy tomuto typu generatoru fuzzy negace rika
rostouct generdtor.

Poznamka 2.8. Rostouci generator fuzzy negace neni jednoznacné uréen. V predchozim ditkazu jsme
zkonstruovali jeden z moznych rostoucich generdtorii. Zcela jinou konstrukei lze najit v [6], jeji dikaz je
vsak mnohem komplikovanéjsi.

Véta o reprezentaci fuzzy negaci ma nékolik dusledkt. Rostouci bijekci i lze interpretovat jako
zménu méfitka na intervalu (0, 1); méni se oznaceni pravdivostnich hodnot, ale zlistavéa zachovano jejich
usporadani.

Podle reprezentacni véty lze libovolnou fuzzy negaci dostat ze standardni. To ovSem neznamena, ze
by standardni negace méla néjaké vysadni postaveni; naopak na jejim misté bylo mozno pouzit libovolnou
jinou fuzzy negaci, véta plati i pro ni.

Rizné fuzzy negace se mohou jevit odlisné z hlediska uzivatele, ktery jimi chce popsat vagnost
informaci, ale z matematického hlediska mezi nimi neni (zatim) zddny podstatny rozdil. Dalsi text tedy
neztrati prilis na obecnosti, kdyz se v ném omezime na jedinou — standardni — fuzzy negaci.

Poznamka 2.9. Nékdy se uvazuje (a jako fuzzy negace oznacuje) zobecnénd fuzzy negace, coz je operace
—:(0,1) — (0,1) spliujici pouze (NO) a (N1). Ta nemusi byt involutivni ani spojita. V tom pfipadé se

fuzzy negaci v nasem smyslu (spliiujici (N1),(N2)) k4 silnd fuzzy negace.

Priklad 2.10. Gddelova zobecnénd fuzzy negace:

0=
G

1 proa=0,
0 jinak.

Definice 2.11. Fuzzy doplnek je operace na fuzzy mnozinach definovand pomoci fuzzy negace:
pg (X) = 7 pa(z).

Pfitom A" znamené obecny fuzzy doplnék k fuzzy mnoziné A. Jednotlivé typy budeme rozliSovat stejnymi
indexy, jako u fuzzy negaci. Napiiklad A je standardni fuzzy doplnék fuzzy mnoziny A (odpovidajici
standardni fuzzy negaci ).

Fuzzy konjunkce (trojuhelnikové normy)

Definice 2.12. Fuzzy konjunkce, (trojihelnikovd norma, t-norma, angl. triangular norm) je bindrni
operace A : (0,1)% — (0,1), splitujici nasledujici axiomy pro vsechna «, 8,7 € (0,1):

aANf=0FNa (komutativita) (T1)
alN(BAY)=(aAB) Ay (asociativita) (T2)
B<y=>aAB<aly (monotonie) (T3)
all=a (okrajové podminka) (T4)

Poznamka 2.13. Pojem trojihelnikovd norma se jevi ponékud nepfiméreny, ale je vSeobecné pouzivany.
Pochézi z praci Schweizera a Sklara [16], které se nezabyvaly fuzzy mnozinami, nybrz metrikami na
prostorech pravdépodobnosti, nicméné podaly prvni soustavné studium téchto operaci. V souc¢asné dobé
je asi nejuplnéjsim dilem o trojuhelnikovych norméch monografie [13].

Defini¢ni vlastnosti fuzzy konjunkci reprezentuji prirozené minimélni pozadavky, které na takovou
operaci mtzeme mit. Jelikoz konjunkci bézné uzivame pro vice argumenti bez ohledu na jejich poradi,
potfebujeme komutativitu a asociativitu. Monotonie je rovnéz prirozend — pokud zvysime stupen prav-
divosti jednoho z argumentti, bylo by velmi nepfirozené, kdyby se tim snizil stupen pravdivosti jejich
konjunkce. Okrajova podminka ika, Ze existuje hodnota (,uplna pravda®, 1), kterd, pfidana k argumen-
tim konjunkce, jeji vysledek nesnizi (ani nezvysi), je tedy neutralnim prvkem vzhledem k této operaci.
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Operace s fuzzy mnoZinami 2.4. Fuzzy konjunkce (trojuhelnikové normy)

Priklad 2.14.
e Standardni fuzzy konjunkce (min, Godelova, Zadehova . .. ):

a /A B = min(a, 3).
e Lukasiewiczova fuzzy konjunkce (Gilesova, angl. téz bold .. .):

_Ja+p-1 proa+pB-1>0,
a/L\ﬁ_{O jinak.

e Soucinovd fuzzy konjunkce (produktovd, pravdépodobnostni, angl. algebraic product .. .):
o/ B=a-f.
e Drasticka fuzzy konjunkce (slabd, angl. weak ... ):
a pro =1,
ahp= {ﬁ proa =1,
0 jinak.

Véta 2.15. Pro kazdou fuzzy konjunkei A a o € (0, 1) plati « A0 = 0.

. , (T3) (T4)
Dukaz. Podle (T3) a (T4) plati: a«A0 < 1A0 ="0. O

Mezi fuzzy konjunkcemi mizeme uvazovat stejné usporadani, jaké zndme u funkci, tj. AN jestlize
Vo, € (0,1): anB<alp.

Véta 2.16. Mezi vsemi fuzzy konjunkcemi je standardni nejvétsi a drastickd nejmensi, tj. pro libovolnou
fuzzy konjunkci A plati
Yo, 5 €(0,1) : a{)\ﬁga/_\ﬁga/s\ﬁ.

Dukaz. Je-li « = 1 nebo 8 = 1, pak podminka (T4) dava stejny vysledek pro vSechny fuzzy konjunkce.
Piedpoklddejme (bez jmy na obecnosti) o < 3 < 1. Pak

agﬂzoga{\ﬂga{\lza:aé\ﬁ. -

Véta 2.17. Standardni fuzzy konjunkce je jedina, kterd splnuje Ao = a pro vSechna o € (0,1).
(Této vlastnosti bindrnich operaci fikdme idempotence.)

Dukaz. Necht A je idempotentni fuzzy konjunkce. Dokazeme, Ze je standardni. Pfedpokladejme o, 5 €
(0,1), a < 8. Pak
(T3) (T3) T4
a=alha < aNf < aAl(:)a,
tedy aNB=a =« /S\,B. Pro a > (3 zaménime «, 8 a stejnym postupem dostaneme a A3 = 3 = a/s\ﬂ. O

Déle se zaméfime predevsim na spojité fuzzy konjunkce. Z fuzzy konjunkei z ptikladu 2.14 pouze
drastickd je nespojité.

Definice 2.18. Nechf A je spojita fuzzy konjunkce. Rekneme, ze A je

e archimedovska (angl. archimedean), jestlize
Vae (0,1): aha<a (TA)
o strikint, (angl. strict), jestlize
Va e (0,1) VA v e (0,1): B<yaff<aiy (T3+)

e nilpotentni (angl. nilpotent), jestlize je archimedovské a neni striktni.

12



Operace s fuzzy mnoZinami 2.4. Fuzzy konjunkce (trojuhelnikové normy)

Poznamka 2.19. V nékterych pramenech jsou jako archimedovské oznacovany vSechny — i nespojité —
fuzzy konjunkce, které spliiuji (TA). Je nutno se vzdy presvédéit, v jakém vyznamu autor tento termin
pouziva.

Priklad 2.20. Soucinové fuzzy konjunkce je striktni, Lukasiewiczova je nilpotentni, standardni a dras-
tickd nejsou archimedovské (standardni nespliiuje (TA), drastickd neni spojitd). V dalsim uvidime, ze
tyto priklady jsou typické a v jistém smyslu univerzalni.

Poznamka 2.21. Podminka (T3+) je silnéjsi nez (TA); staci v ni dosadit 8 := «, v := 1. Tedy kazdd
striktni fuzzy konjunkce je archimedovskd; archimedovské fuzzy konjunkce se déli na dvé disjunktni
podtiidy, striktni a nilpotentni.

Definice 2.22. Chceme-li aplikovat fuzzy konjunkci A na n argumenti o, ..., oy, pouZijeme zapis

n

/\kzlak:al/.\"'/.\an'

Véta 2.23. Necht A je archimedovské fuzzy konjunkce. Pak pro kazdé a € (0,1) a e > 0 existujen € N

takové, ze
n
/\k::l a<eg

Pro striktni fuzzy konjunkce nelze predchozi vétu zesilit, pro nilpotentni ano:
Véta 2.24. Nechf A je nilpotentni fuzzy konjunkce. Pak pro kazdé o € (0, 1) existuje n € N takové, ze

/\::104 =0

Véta 2.25 (o reprezentaci striktnich fuzzy konjunkci). A. Nechf i : (0,1) — (0,1) je rostouci
bijekce. Pak operace A : (0,1)2 — (0, 1), definovand vztahem

ahB=i"(i(a)i(B)),

je striktni fuzzy konjunkce.
B. Naopak, kazda striktni fuzzy konjunkce A je uvedeného tvaru pro néjakou rostouci bijekei i,
kterou nazyvame multiplikationi generator.

Poznamka 2.26. Necht i je multiplikativni generator fuzzy konjunkce A. Definujeme funkei b : (0,1) —
(0, 00) predpisem
h(a) = —Ini(a) (klademe In0 = —o0).

Pak inverzni funkce je h=1(t) = i~ 1(e~*) a pro vSechna «, 3 € (0,1) plati
ahf= =t (h(a) + h(B)),

nebot A=t (h(a) + h(3)) =it (ef(flni(a)flm(ﬁ)) =71 (eMmi@+D) = i1 (i(a) - i(B)) = A B.

Funkci h nazyvame aditivni generator fuzzy Konjunkce A, nebot ndm dovoluje vyjadfit tuto operaci
pomoci souctu realnych ¢isel. Na rozdil od multiplikativnihé generatoru, aditivni generator je klesajici
funkce a jeho obor hodnot je nekoneény interval (0, c0). Proto zde budeme pfednostné pracovat s mul-
tiplikativnim generatorem, na rozdil od napf. [16].

Véta 2.27 (o reprezentaci nilpotentnich fuzzy konjunkeci). A. Necht i : (0,1) — (0, 1) je rostouci
bijekce. Pak operace A : (0,1)? — (0, 1), definované vztahem

anB=i" (i) pi(F)),

L

je nilpotentni fuzzy konjunkce.
B. Naopak, kazda nilpotentni fuzzy konjunkce A je uvedeného tvaru pro néjakou rostouci bijekei ¢,
kterou nazyvame Lukasiewicziv generdtor.

Poznamenejme jesté jednu dulezitou vlastnost archimedovskych konjunkeci:
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2.5.

Operace s fuzzy mnoZinami 2.5. Fuzzy disjunkce (trojuhelnikové konormy)

Véta 2.28. Je-li A archimedovskd konjunkce a o; < 1, kde 7 € I a I je nespocetnd mnozina, pak

/\iEI a; = 0.

Drikaz. Pomoci aditivniho generatoru odpovidéd uvedené konjunkci nespocetnéa suma nenulovych ¢lent.
7 matematické analyzy je zndmo, ze takova suma nemiize byt konecna. O

Pro nékteré spocetné mnoziny argumenti analogie predchozi véty platit nemusi, stejné jako soucet
nekoneéné (spocetné) fady mize, ale nemusi byt nekoneény. Dusledkem této véty je, Ze pouziti archi-
medovskych fuzzy konjunkci na nekonecné, zejména pak na nespocetné mnoziny argumentt nam ziidka
d4 uziteény vysledek. Naproti tomu u standardni fuzzy konjunkce (kterd je idempotentni) na takovy
problém nenarazime. To se projevi pfi pouziti v nékterych vzorcich; pak bude vhodné omezit se na
standardni fuzzy konjunkci a zamitnout zobecnéni, které by ji nahrazovalo obecnéjsi fuzzy konjunkeci,
zejména archimedovskou.

Definice 2.29. Fuzzy prunik je operace na fuzzy mnozinach definovand pomoci fuzzy konjunkce:
tans(®) = pa(z) A pp(z).

Piitom N znamend obecny fuzzy prinik. Jednotlivé typy budeme rozliSovat stejnymi indexy jako u pfi-
slusnych fuzzy konjunkci.

Fuzzy disjunkce (trojihelnikové konormy)

Definice 2.30. Fuzzy disjunkce, (trojihelnikovd konorma, t-konorma, angl. triangular conorm) je bindrni
operace V : {0,1)2 — (0, 1), spliiujici nasledujici axiomy pro vsechna a, 3,y € (0, 1):

aVp=pVa (komutativita) (S1)
aV(BVy)=(aVp)Vy (asociativita) (S2)
B<y=aVpB<aVy (monotonie) (S3)
aVvVil=a (okrajova podminka) (S4)
Priklad 2.31.
e Standardni fuzzy disjunkce (maz, Géodelova, Zadehova ... ):
Y, 0 = max(a, 3).
o Lukasiewiczova fuzzy disjunkce (Gilesova, angl. téz bold, bounded sum ...):
L, Ja+p proa+pf<l,
avh= { 1 jinak.
e Soucinova fuzzy disjunkce (produktovd, pravdépodobnostni . .. ):
Oé\};ﬁ:Oé‘Fﬂ*Oé'ﬂ.
e Drasticka fuzzy disjunkce (slaba, angl. weak . ..):
. a pro =0,
aVp= {ﬁ pro o = 0,
1 jinak.
Véta 2.32. Pro kazdou fuzzy disjunkci V a a € (0,1) plati oV 1 = 1.
. ) L 83 (s
Dukaz. Podle (S3) a (S4) plati: aVv1 > 0Vv1 =" 1. O

Mezi fuzzy disjunkcemi uvazujeme stejné usporadani jako u funkci.
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Operace s fuzzy mnoZinami 2.5. Fuzzy disjunkce (trojuhelnikové konormy)

Véta 2.33. Mezi vsemi fuzzy disjunkcemi je standardni nejmensi a drasticka nejvétsi, tj. pro libovolnou
fuzzy disjunkci V plati
S . D
Vo, €(0,1): avi<aVvVp<aVp.

Dukaz. Je-li & = 0 nebo § = 0, pak podminka (S4) davé stejny vysledek pro vSechny fuzzy disjunkce.
Piedpoklddejme (bez Gjmy na obecnosti) 0 < a < 3. Pak

aVB=B=0vBE<aVB<l=aVs. -

Véta 2.34. Standardni fuzzy disjunkce je jedina, kterd je idempotentni, tj. « Va=a pro vsechna
ac(0,1).

Diikaz. Nechf V je idempotentni fuzzy disjunkce. DokéZzeme, Ze je standardni.

Piedpokladejme «, 5 € (0,1), a < 3. Pak

.o (83 (s3) |
a:a\/aga\/ﬁgavl(sé)a,

tedy aVf=a=a \S/ﬂ. Pro o > 3 zaménime o, § a stejnym postupem dostaneme oV 3 = = a\s/ﬂ. O
Véta 2.35. Necht — je fuzzy negace.

A. Je-li A fuzzy konjunkce, pak de Morganova formule « V3= 2(ma A7) definuje fuzzy disjunkci
V dudini k A vzhledem k —.

B. Je-li V fuzzy disjunkce, pak de Morganova formule o AN ="2(Ta Y% - (3) definuje fuzzy konjunkci
A dudini k V vzhledem k .

Poznamka 2.36. Pokud u duality neuvedeme, vzhledem k jaké negaci je chdpana, pak automaticky
predpokladame standardni fuzzy negaci.

Priklad 2.37.
L
e Lukasiewiczovy operace A,V jsou dudlni vzhledem ke standardni negaci.

e Soucinové operace n, v jsou dudlni vzhledem ke standardni negaci.
e Standardni operace A, v jsou dualni vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.
e Drastické operace A, v jsou dualni vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.

Déle se zamérime predevsSim na spojité fuzzy disjunkce. Z fuzzy disjunkci z pfikladu 2.31 pouze
drasticka je nespojité.

Definice 2.38. Necht V je spojita fuzzy disjunkce. Rekneme, ze V je

e archimedovska (angl. archimedean), jestlize
Va e (0,1): aVa>a (SA)
o strikint, (angl. strict), jestlize
Ya € (0,1)V3,7€(0,1): B<y=aVB<aVry (S3+)

e nilpotentni (angl. nilpotent), jestlize je archimedovské a neni striktni.

Poznamka 2.39. V nékterych pramenech jsou jako archimedovské oznacovany vSechny — i nespojité —
fuzzy disjunkce, které splituji (SA).

Priklad 2.40. Souc¢inova fuzzy disjunkce je striktni, Lukasiewiczova je nilpotentni, standardni a drastické
nejsou archimedovské (standardni nespliiuje (SA), drastickd neni spojitd).

Poznamka 2.41. Podminka (S3+) je silngjsi nez (SA); staci v ni dosadit v := a, 5 := 0.
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2.6.

Operace s fuzzy mnoZinams 2.6. Fuzzy vyrokové algebry

Definice 2.42. Chceme-li aplikovat fuzzy disjunkci V na n argumentt oy, ..., a,, pouZijeme zapis

ap =0a1 V- Vay.
vk:l k 1 n

Véta 2.43. Necht V je archimedovské fuzzy disjunkce. Pak pro kazdé o € (0,1) a € > 0 existuje n € N

takové, ze )
n
\/ a>1-c¢
k=1

Pro striktni fuzzy disjunkce nelze predchozi vétu zesilit, pro nilpotentni ano:

Véta 2.44. Necht V je nilpotentni fuzzy disjunkce. Pak pro kazdé a € (0, 1) existuje n € N takové, Ze

n
\/k:1 a=1

Véta 2.45 (o reprezentaci striktnich fuzzy disjunkci). A. Necht i : (0,1) — (0,1) je rostouci
bijekce. Pak operace V : (0,1)2 — (0, 1), definované vztahem

aV g =i"t(i(a) Vi(B)),
je striktni fuzzy disjunkce.

B. Naopak, kazda striktni fuzzy disjunkce V je uvedeného tvaru pro néjakou rostouci bijekci i.

Véta 2.46 (o reprezentaci nilpotentnich fuzzy disjunkci). A. Necht i : (0,1) — (0,1) je rostouci
bijekce. Pak operace V : (0,1)2 — (0, 1), definované vztahem

je nilpotentni fuzzy disjunkce.
B. Naopak, kazda nilpotentni fuzzy disjunkce V je uvedeného tvaru pro néjakou rostouci bijekei 4,
kterou nazyvame aditivni generdtor.

Poznamenejme jesté dilezitou vlastnost archimedovskych disjunkei:

Véta 2.47. Je-li V archimedovska disjunkce a o;; > 0, kde i € I a I je nespocetna mnozina, pak
\/iEI @ = 1.

Dukaz i vyznam této véty je obdobny jako u véty 77.

Definice 2.48. Fuzzy sjednoceni je operace na fuzzy mnozinach definovand pomoci fuzzy disjunkce:

1y (®) = pa(z) V pp ().

Pfitom U znamené obecné fuzzy sjednoceni. Jednotlivé typy budeme rozlisovat stejnymi indexy jako
u fuzzy disjunkeci.

Fuzzy vyrokové algebry

Dosud jsme zavedli 3 zakladni logické spojky — negaci, konjunkci a disjunkci. Pomoci nich 1ze vytvaret
dalsi logické formule. V této kapitole porovname, jaké zakony tyto operace spliuji. Vychodiskem bude
tabulka zakoni Booleovych algeber, prepsanych pro fuzzy logické operace.

16



Operace s fuzzy mnoZinams 2.6. Fuzzy vyrokové algebry

Tabulka 2.49. Analogie zakonii Booleovych algeber pro fuzzy logické operace (platné pouze pro nékteré
volby fuzzy operaci).

involuce: —(ha) =«

komutativita: aVp=p3Va, ahNfB=pFANa,
asociativita: (aVpB)Vy=aV(BVy), (@aAB)Ay=aA(BAy),
distributivita: aAN(BVy)=(aAB)V (aAy), aV(BAy)=(aVB)A(aVny),
idempotence: aVa=a, alNa=aq,
absorpce: aV(aApB)=a, al(aVvp) =a,

absorpce s jednickou a nulou: avl=1, aN0=0,

neutralni prvky: aVvo=a, all=aq,

zakon kontradikce: alN-a=0,

zékon vylouceného ttetiho: aV Ta=1,

de Morganovy zakony: “(aVp)="aAp, “(aAB)="aVp.

Véta 2.50. Pro libovolnou fuzzy negaci, fuzzy konjunkci a fuzzy disjunkci plati nasledujici zakony
z tabulky 2.49: involuce, komutativita, asociativita, absorpce s jedni¢kou a nulou, neutralni prvky.

Véta 2.51. Standardni fuzzy operace AN v splnuji vsechny zdkony z tabulky 2.49 kromé zakona kon-
tradikce a zdkona vylouceného tretiho.

Priklad 2.52. Pro a = 1/3 dostéavame

Vzdy vsak plati gaé\a < %, ;a\s/a > %
Poznamka 2.53. Specidlné upozornujeme, Ze standardni operace spliuji oba distributivni zakony.

Véta 2.54. Lukasiewiczovy operace 7, A, v spliuji vsechny vztahy z tabulky 2.49 kromé distributivity,
idempotence a zakoni absorpce.

Poznamka 2.55. Zdiraznéme, ze Lukasiewiczovy operace spliiuji zékon kontradikce a zdkon vylou¢eného
tFetiho.

Véta 2.56. Soucinové operace A, v splnuji pouze vztahy z véty 2.50 a de Morganovy zakony.

Mohlo by se zdat, ze vhodnou volbou fuzzy operaci by mohlo byt splnéno jesté vice zakonu klasické
logiky, pfipadné vSechny. To vSak neni mozné, protoze tyto zédkony definuji Booleovy algebry a nemohou
tudiz vSechny platit pro netrividlni zobecnéni, jakym fuzzy operace jsou. Uvedeme jesté konkrétni priklad
rozporu, jemuz se nelze vyhnout pii zobecnéni vyrokovych operaci na (0,1).

Véta 2.57. Splnuji-li fuzzy operace -, A, V na (0,1) de Morganovy zakony, zakon kontradikce a zakon
vylouceného tietiho, pak nespliuji distributivitu.

Dukaz. Necht e € (0,1) je rovnovazna hodnota fuzzy negace -, tj. ~e = e. Pak

eVe= -e Ve=1,
eNe=-eNe=0.
7 distributivity by plynulo napiiklad

eN(eve)=(eNe)V(eAe).

Podle piedchoziho se vSak levé strana rovnéd e A 1 = e, zatimco prava je 0 V0 = 0, coz je spor. Neni tedy
mozné, aby byly vSechny uvedené vlastnosti splnény soucasné. O
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2.7.

Operace s fuzzy mnoZinams 2.7. Fuzzy implikace

Poznamka 2.58. Z reprezentac¢nich vét pro fuzzy negace a pro striktni a nilpotentni fuzzy konjunkce
(resp. disjunkce) by se mohlo zd4t, Ze sta¢l zménit méfitko pomoci vhodné rostouci bijekce i: (0,1) —
(0,1), abychom mohli misto obecnych operaci pracovat se standardni fuzzy negaci a soucinovou nebo
Lukasiewiczovou fuzzy konjunkci. Takové zjednoduseni neni obecné mozné. Problém je v tom, ze rostouci
generator prislusné fuzzy negace nemusi byt multiplikativni ¢i Lukasiewiczv generdtor uvazované fuzzy
konjunkce.

Zménou méfitka lze proto splnit jen jeden cil — bud mit ,p&knou” (rozuméj standardni) fuzzy
negaci a obecnou fuzzy konjunkci, nebo mit ,péknou” (rozuméj souéinovou nebo Lukasiewiczovu) fuzzy
konjunkci a obecnou fuzzy negaci.

Oboji najednou splnit obvykle nelze. Zde se klonime k prvnimu ptipadu, nebot kazda fuzzy negace je
az na zménu meéritka izomorfni se standardni fuzzy negaci, kdezto reprezentacni véty pro fuzzy konjunkce
nejsou tak univerzalni.

Stejna tvaha plati i pro fuzzy disjunkce misto konjunkei.

Fuzzy implikace

Na rozdil od piedchozich operaci, pro implikace neni ustalend axiomaticka definice. Proto budeme
za fuzzy implikaci povazovat jakoukoli operaci — : (0,1)? — (0,1), kterd se na {0, 1}* shoduje s klasic-

vvvvv

implikace konstruovany z jinych fuzzy operaci. Zamétime se na 3 nejcastéji pouzivané typy implikaci:

a>f=-aVp (SI)
aiﬂ:;\a\'/(a/'\ﬁ) (QI)
a_iﬁ:sup{vza/_\*ygﬁ} (RI)

V Booloveé algebie vsechny tii vzorce definuji tutéz klasickou implikaci. Ve fuzzy logice se obecné lisi a
vedou na 3 t¥idy fuzzy implikaci. Dalsi ¢lenéni zavisi na volbé fuzzy operaci na pravych strandch vzorcu.

Definice 2.59. Vzorec (RI) definuje reziduovanou fuzzy implikaci (reziduuwm, R-implikaci) pFislusnou
fuzzy konjunkci A. Dolni index pouzijeme stejny jako u odpovidajici fuzzy konjunkce.

Priklad 2.60. Od standardni fuzzy konjunkce /A Je odvozena Gaodelova fuzzy implikace
R , |1 proa<f,
apB= {ﬁ jinak.
Tato fuzzy implikace je po ¢astech linedrni a spojitd s vyjimkou bodi (a, a), o < 1.
Priklad 2.61. Od Lukasiewiczovy fuzzy konjunkce A je odvozena Lukasiewiczova fuzzy implikace
R, |1 pro a < g,
apfB= {1—a+5 jinak.
Tato fuzzy implikace je po ¢astech linearni a vsude spojita.
Priklad 2.62. Od soucinové fuzzy konjunkce A je odvozena Goguenova (téz Gainesova) fuzzy implikace
R, [1 proa<p,
aph= g jinak.
Tato fuzzy implikace mé jediny bod nespojitosti (0, 0).

Véta 2.63. Kazda reziduovana implikace ﬁ, spliuje nasledujici podminky:

a3 =1, pravé kdyz a < f, (I1)
15 6=p, (12)
_i je nerostouci v 1. argumentu a neklesajici v 2. argumentu. (13)
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Operace s fuzzy mnoZinams 2.7. Fuzzy implikace

Véta 2.64. Necht A je striktni fuzzy konjunkce s multiplikativnim generatorem i (dle véty 2.25). Pak
P . . 4. . R ,
pro pfislusnou reziduovanou implikaci — plati

" 1 ‘ pro a < (3,
af=9-1 (%) jinak.
Véta 2.65. Necht A je nilpotentni fuzzy konjunkce s Lukasiewiczovym generdtorem i (dle véty 2.27).

Pak pro pfislusnou reziduovanou implikaci i plati
R, 1 pro a < (3,
CTP=i 1 —i(a) +i(8)) jinak.
Disledek 2.66. Reziduovana fuzzy implikace prislusnd archimedovské fuzzy konjunkci A je spojitd,
pravé kdyz A je nilpotentni.

Definice 2.67. Vzorec (SI) definuje S-implikaci odpovidajici fuzzy disjunkei V a fuzzy negaci 5. Pri
konstrukci S-implikace zde uvazujeme vzdy pouze standardni fuzzy negaci a dolni index S-implikace bude
oznacovat pouzitou fuzzy disjunkci.

Piiklad 2.68. Ze standardni fuzzy disjunkce dostavame Kleeneovu-Dienesovu fuzzy implikaci
asiﬂ = max(1 — «, ).

Priiklad 2.69. Z Lukasiewiczovy fuzzy disjunkce dostavame Lukasiewiczovu fuzzy implikaci Li, ktera se

shoduje s Lukasiewiczovou reziduovanou fuzzy implikaci Li
Priklad 2.70. Ze soucinové fuzzy disjunkce dostavame Reichenbachovu fuzzy implikaci
« Pi B=1—a+ap.

Definice 2.71. Nechf A je fuzzy konjunkce a V fuzzy disjunkce dudlni k A (vzhledem k - ) Pak vzo-
rec (QI) definuje Q- zmplzkaw odpovidajici fuzzy konjunkci A a fuzzy negaci - Pri konstrukei Q implikace
zde uvazujeme vzdy pouze standardni fuzzy negaci a dolni index Q-implikace oznacuje pouzitou fuzzy
konjunkci.

Poznamka 2.72. Pismeno ,,Q“ v terminu Q-implikace znamena ,kvantova® (angl. quantum), nebot
obdobné zavedené operace hraji dilezitou roli v kvantovych logikach.

Priklad 2.73. Ze standardni fuzzy konjunkce dostavame pivodni Zadehovu fuzzy implikaci (angl. early
Zadeh fuzzy implication)
Q , s
a—f=_2aV(ahp).
Z Lukasiewiczovy fuzzy konjunkce dostavame jiz znamou Kleeneovu-Dienesovu fuzzy implikaci
Q L S s
oz?,é’:ga\/(a/L\ﬂ) :;a\/,@:max(l—oz,ﬂ) =a_f

Na fuzzy implikace je mozno klast i dalsi pozadavky. Kromé jiz uvedenych (I1), (12), (I3) se ¢asto

pozaduje:

a-f=78>7a (14)
a(Boy) =8> (an), (15)
spojitost. (I6)

Vsechny pozadavky (I1)—(I6) spliuji ze zde probiranych fuzzy implikaci pouze ty reziduované, které
odpovidaji nilpotentnim fuzzy konjunkcim dle véty 2.27. Pfikladem je Lukasiewiczova fuzzy implikace.

Vzorec pro S-implikaci pouziva fuzzy negaci, kterd musi byt pfedem dana. Naopak reziduovanou
implikaci lze pouzit pro definici zobecnene fuzzy negace - predpisem

Ta=a i 0.
Pouzijeme-li na pravé strané napiiklad Godelovu nebo Goguenovu fuzzy implikaci (Si nebo ;), dosta-

. o . . o R .. N
neme Godelovu zobecnénou fuzzy negaci b Lukasiewiczova fuzzy implikace - dava timto zptisobem
standardni fuzzy negaci o
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2.8.

2.9.

Operace s fuzzy mnoZinami 2.8. Fuzzy biimplikace (ekvivalence)

Poznamka 2.74. Pojem fuzzy implikace neni dosud ustdleny. Néktefi autofi [10, 11] uvazuji pouze
reziduované fuzzy implikace. Naopak v nékterych pramenech jsou jako fuzzy implikace oznacovany i
operace, které se ani na {0,1}? neshoduji s klasickou implikaci. Napifklad standardni konjunkce A Je
nékdy nevhodné oznacovana jako ,Mamdaniho implikace®.

Fuzzy biimplikace (ekvivalence)

Od implikace H se odvozuje komutativni operace <%>, obvykle definovana vztahem
acf=(a2B)AB2a)

Pokud — splituje (I1) (naptiklad pro reziduovanou implikaci), je vzdy aspoti jedna ze zavorek na pravé

strané rovna jedné, takze nezdlezi na volbé fuzzy konjunkce A. Vyslednd operace <—> byva oznacovana
jako fuzzy ekvivalence. Protoze vSak pojem ekvivalence oznacuje i specidlni relaci (viz dale), ddvame
zde pfednost (rovnéz Castému) pojmu fuzzy biimplikace. Indexujeme ji stejné jako fuzzy implikaci, z niz
vznikla.
Priklad 2.75. Lukasiewiczova fuzzy biimplikace: Q@ % B=1—]a—-0|

Goedelova fuzzy biimplikace:

R 1 pro a = f3,
aof= afB  jinak.

Soucinovd fuzzy biimplikace:

1 proa= =0,
[e3

0>
=

R
acf=

jinak.

Q
<
=

Véta 2.76. Pro reziduovanou fuzzy implikaci i a ji ptislusnou fuzzy biimplikaci plati

asB=(aVpB) > (anp).

S

Agregaéni operatory

Dosud uvedené fuzzy logické operace se snazily o zobecnéni operaci klasické logiky. Pro zpracovani
vagnich informaci vSak byvaji uzitecné i operace, které zadnou analogii v Booleovych algebrach nemayji.
Jako priklad uvazujme sdruzeni informaci, které ndm o téze otdzce poskytne skupina experti. Z je-
jich tdaji chceme vypocitat jeden ,kolektivni ndzor”, jakysi druh pruméru. K tomu ucelu se nabizeji
agregacni operéatory a jejich podtiida, fuzzy priméry. (Zde prezentovany piistup je prevzat z [6].)

V této kapitole se budeme zabyvat operatory, jejichz pocet argumentii (arita) neni pevné dany, ale
mize jim byt libovolné celé ¢islo n > 2. Agregacni operdtor (angl. aggregation operator) je zobrazeni h,
které kazdé n-tici hodnot z (0,1) (n > 2) pfifadi ¢islo z (0,1) v souladu s nasledujicimi podminkami:

h0,....0)=0, h(l,...,1)=1, (A1)
(Vizl,...,n:ai gﬁi):h(al,...,an) Sh(ﬁ17...,ﬁn>7 (A2>
h je spojité. (A3)

Agregacni operétor se nazyva fuzzy prumer (angl. averaging operator), spliiuje-li navic podminky

pro kazdou permutaci p ¢isel 1,...,n je  h(apay, ..., Qpm)) = h(a1, ..., ), (A4)
Va € (0,1): h(a,...,a)=a. (A5)

(Podminka (A5) je zesilenim podminky (A1).)
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Operace s fuzzy mnoZinams 2.9. Agregacni operdtory

Priklad 2.77. VSechny fuzzy konjunkee a disjunkce spliiuji podminky (A1)— (A4), takze to jsou agregacni
operatory. Standardni fuzzy konjunkce a disjunkce spliiuji i idempotenci (A5), jsou to tedy fuzzy priuméry.

Véta 2.78. Pokud h splituje podminky (A2), (A5), pak min < h < max (ve smyslu usporddani funkef).
Poznamka 2.79. Nékdy budeme piipoustét i agregacéni operdtory, které nejsou definovany na celém
oboru (0,1)"™.

Priklad 2.80. Zobecnény pramér (angl. generalized means) hy je pro A € R, A # 0, definovan vzorcem

1 n x
hA(ala"'aan)<nZa?> :
i=1

(Pro A < 0 je definovén jen pro «; kladnd.) Je to fuzzy primér.
Specidlné dostavame:

pro A = 1 aritmeticky prtmér,
pro A = 2 kvadraticky prameér,
pro A = —1 harmonicky prameér,
pro A — 0 geometricky prameér,
pro A — 400 maximum,

pro A\ — —oo minimum.

Piiklad 2.81. Vazeny primeér hy, je pron € N uréen vektorem vah w = (wy, ..., w,) € (0,1)" spliiujicim
iy wn =1

hy(aq, ... an) = Zwiai.
i=1
Spliiuje (Al)- (A3) a (A5), je to tedy agregacni operator, ktery je aditivni; tj. spliiuje
h(Oél +/61,...,Oln +ﬁn) = h(al,...,an) +h(51,,ﬂn)

(Aditivita je slabsi forma linearity.)

Priklad 2.82. Uspordadany vdzeny primer (ang. ordered weighted averaging operator, OWA-operator)
h . je uréen vektorem vah w = (w1, ..., w,) € (0,1)" spliujicim > " | w, = 1:

hw(ala s 7an) = Zwiap(i)v
i=1

kde p je permutace indext takova, ze
Ap(1) S Ap(2) S * S Ap(n).-

Od véazeného primeéru se lisi tim, ze nejprve argumenty sefadime podle velikosti, a teprve pak jim
prifadime véhy (podle jejich potradi v usporddané posloupnosti). Diky tomu je splnéna i podminka (A4)
a dostavame fuzzy prumér.

Specialné dostavame

pro w = (1,0,...,0) minimum,

pro w = (0,...,0,1) maximum,

pro w = (1/n,1/n,...,1/n) aritmeticky pramér.

prow = (0,1/(n—2),1/(n—2),...,1/(n—2),0) operator, pouzivany napf. v hodnoceni krasobruslait
— napred se vyskrtne nejvétsi a nejmensi prvek, pak se ze zbyvajicich vypocte aritmeticky prameér.

Mnoho dalsich prikladu 1ze zkonstruovat pomoci nasledujici véty.

Véta 2.83. Necht h, hy, ..., hy jsou agregacni operdtory (resp. fuzzy primeéry). Pak zobrazeni
H(ag,...an) = h(hl(al, ceety)y e h(ag, . an))

je agrega¢ni operator (resp. fuzzy pramér).
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3.

3.1.

Fuzzy relace

V této kapitole se budeme zabyvat fuzzifikaci binarnich relaci. Nejprve pfipomene potiebné pojmy
pro ostré mnoziny.

Binarni relace v klasické teorii mnozZin

Definice 3.1. Necht X, Y jsou mnoziny. Bindrni relace Rz X do Y je (jakdkoli) podmnozina kartézského
soucinu X xY. Ve vztahu k relaci R C X xY oznacujeme X jako mnozinu vzori a Y jako mnozinu obrazi.
Inverzni relace k R je relace R~ 2 Y do X

R'={(y,z) eY x X : (z,y) € R}.

Definice 3.2. Necht X, Y, Z jsou mnoziny. SloZend relace z relaci R C X x Y, S CY X Z je relace
RoSzXdoZ
RoS = {(a:,z) €EXxZ: (yeY:(z,y)€R, (y,2) € S)}

Pokud je stejnd mnozina X mnozinou vzori i mnozinou obrazt, pak mezi podmnozinami kartézského
soucinu X x X rozlisujeme nasledujici specidlni relace:

Definice 3.3. Necht X je mnozina. Rovnost na X je relace
E={(z,2): z€X}.

Pro R C X x X definujeme

reflexivitu: Vo € X ¢ (x,z) € R, tj. E C R,

symetrii: (x,y) € R= (y,2) € R, tj. R = R™1,

antisymetrii: ((z,y) € R) A ((y,2) € R) =z =y, tj. RONR™' C E,
tranzitivitu: ((z,y) € R) A ((y,2) € R) = (z,2) € R, tj. RoRC R,
castecne usporadani: relace antisymetricka, reflexivni a tranzitivni,
ekvivalenci: relace symetricka, reflexivni a tranzitivni.

Poznamka 3.4. Zde pouzivany termin ekvivalence pro bindrni relaci nemé nic spoleéného s biimplikaci
(rovnéz nazyvanou ekvivalence) z odstavce 2.8. Biimplikace je bindrni operace, tedy terndrni relace.

Vyjadrime predchozi pojmy pomoci funkci prislusnosti. Ostré relaci R C X x Y odpovida funkce
piislugnosti pup : X x Y — {0,1}. Inverzni relace R~ C Y x X m4 funkci p¥islugnosti

ptr-1(y, x) = pr(2,y).
(Zde se hodi, Ze rozlisujeme fuzzy mnoziny a jejich funkce pfislusnosti; diky tomu se odlisi funkce p¥islus-

nosti inverzni relace, pp-1, od inverze k funkci prislusnosti puvodni relace, ,u}_%l.) Slozena relace z relaci
RCXxYaSCY xZjeRoSCX x Z urena funkci ptislusnosti

fiRos (2, 2) = sug{uR(axy) Aps(y,z)},
ye

kde A je klasicka konjunkce.
Relaci rovnosti, £ C X x X odpovida funkce prislusnosti

1 prox =y,

pe(r,y) =6(z,y) = {0 pro x %y,

tedy jednd se o binarni operaci zndmou jako Kroneckerovo delta, nadale ji budeme znadit 9.
Ostatni specialni relace jiz byly charakterizovany i ve tvarech, jaké potfebujeme pro dalsi zobecnéni.
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3.2.

3.3.

Fuzzy relace 3.2. Fuzzifikace bindrnich relaci

Fuzzifikace binarnich relaci

Definice 3.5. Necht X, Y jsou ostré mnoziny. Fuzzy relace Rz X do'Y je (jakdkoli) fuzzy podmnozina
kartézského souc¢inu X X Y, tedy R € F(X x Y). Odpovida ji funkce p¥islusnosti ur : X x Y — (0, 1).
Inverzni relace k R je R™Y € F(Y x X) takova, ze Vo € X Vy € Y : ugp-1(y,x) = pr(z,y).

Definice 3.6. Nechf X, Y, Z jsou ostré mnoziny, R € F(X xY), S € F(Y x Z) a A je fuzzy konjunkce.
Pak --slozend relace Ro S € F(X x Z) je urCena funkei p¥islusnosti

S

:U'chS(xv Z) = \/

yey ,uR(x,y) /\ /“LS(ya Z)v

Dostavame rizné typy skladani, které oznacujeme stejnym indexem jako prislusnou fuzzy konjunkci a
hovorime o S-sklddani (standardnim sklddani) apod.

Poznamka 3.7. Roli existen¢niho kvantifikatoru z definice sklddani ostrych relaci zde prebira standardni
fuzzy disjunkce pies vSechny hodnoty y € Y. I zde bychom si mohli pfedstavit jinou fuzzy disjunkci.
Protoze vSak mnozina Y muZe byt nekonec¢nd, ba i nespocetnd, podle véty ?? by vysledek byl velmi ¢asto
jednotkovy a nenesl by uzite¢nou informaci o argumentech.

Poznamka 3.8. Pro koneéné mnoziny X, Y, Z lze fuzzy relace reprezentovat maticemi a slozenou relaci
pocitat obdobné jako souéinsmatic, kde misto soucinu prvki aplikujeme fuzzy konjunkci A a misto souctu
standardni fuzzy disjunkci V, tedy maximum.

Specialni fuzzy relace lze zavést zcela analogicky jako pro ostré relace:
Definice 3.9. Necht X je ostrd mnozina. Pro R € F(X x X) definujeme

reflezivitu: 6 C R,

symetrii: R = R™1,

—-antisymetrii: RN R~ C 4,

~tranzitiitu: Ro R C R,

--Castecne usporadani: fuzzy relace --antisymetricka, reflexivni a --tranzitivni,
--ekvivalenci: fuzzy relace symetrickd, reflexivni a --tranzitivni.

Je tfeba mit na paméti, ze posledni ¢tyfi pojmy zavisi na volbé fuzzy konjunkce A, vyskytujici se
v prislusnych vztazich. Pro ostré mnoziny vSechny tyto pojmy maji sviij obvykly vyznam z klasické teorie
mnozin.

Véta 3.10 (vlastnosti skladani fuzzy relaci). Necht R, S a T' jsou fuzzy relace s takovymi defini¢nimi
obory, aby nésledujici rovnosti (postupné, ne vSechny soucasné) mély smysl. Plati:

Ro(SoT)=(RoS)oT (asociativita)
(RO S) oT'=(RoT) O(s oT) (distributivita zprava)
Ro (S OT)= (R 0S) O (R oT) (distributivita zleva)

kde o znaci --sklddani vzhledem k libovolné pevné zvolené fuzzy konjunkci A. U distributivity mizeme
také nahradit sjednoceni ¥ prinikem Q.

Konzistence fuzzy relaci

V této ¢asti podame nékteré vlastnosti fuzzy mnozin, zejména fuzzy relaci, které nemaji adekvatni
obdobu v ostrych mnozinach. Nejprve vezmeme na védomi nasledujici skutec¢nost.

Véta 3.11. Vytvoreni a-fezu fuzzy mnoziny (kde o € (0,1)) lze interpretovat jako specificky zptsob
defuzzifikace: Uvazujme skokovou funkei r,, : (0,1) — {0,1}:

ral) = {

1 profg > aq,
0 profg<a.

Pro A € F(X), x € X plati pug,(a)(x) = ra(pa(z)) = (ra 0 pa)(®), tj. fr,a) = Ta © pa, kde o je
(obycejné) skladani zobrazeni.
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3.4.

Fuzzy relace 8.4. Projekce a cylindrické rozsireni

Definice 3.12. Vlastnost fuzzy mnoziny se nazyvé konzistentni (angl. cutworthy), jestlize kazdé fuzzy
mnozina A mé tuto vlastnost, pravé kdyz tutéz vlastnost maji véechny a-fezy Ra(a) pro o > 0.

Poznamka 3.13. Trividlni 0-fez R4(0) = X zde zdmérné neuvazujeme.

Priklad 3.14. Uvazujme nasledujici vlastnost fuzzy mnoziny A (tzv. silnou normalitu): Joz € X :
wa(z) = 1. Tato vlastnost je konzistentni. (Pro ostré mnoziny se tato vlastnost shoduje s neprazdnosti.)
Naproti tomu ,ostrost mnoziny“ neni konzistentni, nebot vSechny fezy fuzzy mnoziny jsou ostré, i kdyz
tato fuzzy mnozina ostra neni.

Véta 3.15. Nasledujici vlastnosti fuzzy relaci jsou konzistentni:

reflexivita,

symetrie,

standardni antisymetrie,
standardni tranzitivita,
standardni ¢astecné usporadani,
standardni ekvivalence.

Také vlastnost ,,byti rovnosti, tj. ,rovnat se §“, je konzistentni.

Poznamka 3.16. Konzistenci lze vyuzit napiiklad k testovéni, zda dand fuzzy relace je standardni
ekvivalence apod. Vse lze pfevést na klasicky postup uplatnény pro vsechny fezy.

Jiné nez standardni druhy antisymetrie a tranzitivity (napfiklad soucinova tranzitivita) nejsou kon-
zistentni, coz komplikuje jejich ovéfovani a pouziti.

Projekce a cylindrické rozsireni

Zde se sezndmime s dalsimi konstrukcemi, jejichz analogie pro ostré mnoziny bud neexistuji, nebo
jsou trivialni.
Definice 3.17. Necht X, Y jsou ostré mnoziny, R € F(X xY). Leva (pruni) projekce R je Pi(R) € F(X),
kde s

neimy (@) =\ | mr(e,y).

Pravad (druhd) projekce R je Po(R) € F(Y), kde
S
MPZ(R)(ZU) = \/xEX pr(x, y).

Vzhledem ke geometrické analogii se projekce nékdy nazyva stin.

Poznamka 3.18. Standardni fuzzy disjunkce v této definici znamena supremum. Zobecnéni na jiné
fuzzy disjunkce nelze doporucit ze stejnych davodu, jako v poznamce 3.7.

V jistém omezeném smyslu je opacnou operaci k projekci cylindrické rozsireni:

Definice 3.19. Necht X, Y jsou ostré mnoziny, A € F(X), B € F(Y). Cylindrické rozsiteni A a B (téz
kartézsky soucin fuzzy mnozin) je A x B € F(X xY), kde

paxp(@,y) = pa(@) A pp(y).

Véta 3.20. Cylindrické rozsifeni A x B je maximalni fuzzy relace R € F(X x Y') takovd, ze P;(R) C A

Poznamka 3.21. V piedchozim tvrzeni nelze obecné pozadovat rovnost. K tomu by musely A i B mit
stejnou vysku.
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4.

4.1.

’

Princip rozsireni

Princip rozsifeni je jednou ze zékladnich myslenek, kterou obohatil teorii L. Zadeh. Umoziiuje apli-
kovat na fuzzy mnoziny funkce a operace, definované pivodné pro jednodussi objekty, napft. ¢isla.

Rozs$ifeni binarnich relaci na ostré mnoziny

.....

mnoziny realnych ¢isel. Dostaneme tak mj. tzv. intervalovou aritmetiku. Cely postup uvedeme obecnéji.

Pripomenme, Ze zobrazeni je takova binarni relace R C X x Y, pro kterou plati: pro kazdy prvek
z X existuje praveé jeden prvek y = r(x) € Y takovy, Ze (z,y) € R. Na zobrazeni r : X — Y tedy mizeme
pohliZet jako na relaci R C X x Y s uvedenou vlastnosti. Zapis (z,y) € R je ekvivalentni s y = r(x).
Také je R = {(z,r(z)): v € X}.

Definice 4.1. Nechf R C X x Y je libovolna relace (nemusi byt nutné zobrazenim). Zobrazeni r :
P(X) — P(Y), které kazdé mnoziné A C X pfifadi mnozinu B C Y podle pfedpisu

r(A)={yeY: (GxeA:(z,y) €R)} (4.1)

nazyvame rozsirenim relace R.

Analogicky zobrazeni =1 : P(Y) — P(X) definované vzorcem
r ' (B)={z€X: (yeB:(z,y) €R)} (4.2)

je rozgifenim relace R™1.

Poznamka 4.2. Rozsifeni r a r~! z ptivodni definice jsou zobrazeni, i kdy# ptivodni relace R zobrazeni
neni. Nejsou viak navzajem inverzni, tj. » o r—! nemusi byt identita, jak ukdZeme na p¥ikladech.

Pokud vychozi relace R je navic zobrazeni, pak ji budeme téZ psat ve tvaru r : X — Y a podle
kontextu pozname, zda pismeno 7 znac¢i puvodni zobrazeni, nebo jeho rozsifeni. Je-li argumentem pr-
vek mnoziny X, pak se jedna o puvodni zobrazeni, je-li argumentem podmnozina mnoziny X, pak jde
o rozsifeni. Vzorce (4.1) a (4.2) pak nabyvaji jednodussi tvar

r(A) = {r(z): z € A},
r'(B)={z € X: r(z) € B}.

Pouziti stejného symbolu pro dvé formélné rizna zobrazeni r : X — Y a r : P(X) — P(Y) lze
ospravedlnit tim, Ze prvni z nich splituje rovnost r(z) = y pravé tehdy, kdyz druhé spliuje r({z}) = {y}.

Piiklad 4.3. Necht R = {(z,sinz) : x € R}, tj. uvazujeme funkeci (zobrazeni, relaci) sinus. Inverzni
relace sin~! neni zobrazeni. RozsiFime relace sin,sin™* na zobrazeni z podmnozin realnych &sel do pod-
mnozin realnych ¢isel a prislusné rozsiteni znac¢ime stejné. Pak napriklad

kde Z zna¢i mnozinu vech celych é&isel. Zde sinosin™' je identické zobrazeni (na (—1,1)), ale sin~! osin

neni identita.

Pouzivame-li rozsirené operace na jednobodové mnoziny, mnozinové zavorky pro zjednoduseni vy-
nechavame; zejména

r ) = ({yh) = {z e X r(2) =y}

Tento zapis jsme jiz diive pouzili, naptiklad v definici hladiny.
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4.2.

Princip rozsirent 4.2. Princip rozsireni bindrnich relaci na fuzzy mnoZiny

Piiklad 4.4. Necht X = {a,b,c}, Y = {1,2}, ur = {(a,1), (b, 1), (¢,2)}. Pak napiiklad

r({a}) = r({b}) = r({a,b}) = {1},
r({a;c}) = r({b,c}) =r(X) =Y,
r= ({1}) = {a, b},
’1({2}) = {C}v

()=
G ({a})) = {a,b},

I neni inverzni k rozsifeni zobrazeni .

takZe rozsifeni zobrazeni r—

Poznamka 4.5. ZapiSme vzorec (4.1) tak, ze pouzijeme funkeci piislusnosti:

“T@“)(y):{o jinak 0 jinak

= sup pr(z,y) A pa(z).
reX

1 pokud Jx € A: (z,y) € R :{1 pokud 3z € X : (ur(z,y) Apa(z) =1)

Podobné vychazi:

te—1(B)(T) = Stelp/m(w s Y) A s (Y).
Y

Pripomenme, Ze zatim pracujeme s ostrymi mnozinami, takze funkce prislusnosti nabjva pouze hodnot
0 nebo 1. Presnéji pa(x) =1 prox € A a pa(z) = 0 jinak. Stejné tak pp(z,y) =1 pro (z,y) € R a
wr(z,y) = 0 jinak. Tato poznamka je jen pfipravnou tivahou pro nasledujici definici.

Princip rozsifeni binarnich relaci na fuzzy mnozZiny

Definice 4.6. Nechf R C X x Y je ostra relace. Definujeme rozsireni této relace r : F(X) — F(Y)
predpisem s
() (y) = \/wEX pr(@,y) A pa(), (4.3)

kde A € F(X),y €Y a A je fuzzy konjunkce. Podobné rozsifeni relace R~! je zobrazeni r—* : F(Y) —
F(X) dané vzorcem s

ey (@) =\ el y) A s ),
kde B e F(Y), x € X a A je fuzzy konjunkce.

S
Poznamka 4.7. Protoze R je ostré relace, na volbé fuzzy konjunkce A nezalezi. Symbol \/ ve vzorcich
z definice odpovida supremu. Proti pouziti jiné nez standardni fuzzy disjunkce lze vznést stejnou namitku,
jako v poznamce 3.7.

Uvedeny postup, zavedeny Zadehem [18] a nazyvany princip rozsireni, dovoluje mj. aplikovat na
fuzzy mnoziny z F(R) funkce, které jsou pivodné definovany jako funkce redlné proménné.

Piiklad 4.8. Necht 4 € F(R),

el proz € (—1,1),
pa(@) =4 5% prox e (1,3),

0 jinak.
Zobrazme A nésledujicimi funkcemi:
a) unarni —,
b) druh4 mocnina.
Jinymi slovy, najdéme fuzzy mnoziny —A a A2,
ReSeni. a) Zde R = {(z,—) : = € R}, tedy pg(z,y) = §(z, —y). Podle (4.3) je
S

s

nea®) =\ or@,y) Apa@) =\ _ 0w ~y) Apal@) = pal-y)
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4.3.

Princip rozsirent 4.8. Konvexni fuzzy mnoZiny

Zdtvodnime posledni rovnost: vyraz §(x, —y) A pa(x) dava nenulovy vysledek jen tehdy, kdyz . = —y a
tudiz pocitame supremum z jednobodové mnoziny {6(—y, —y) A pa(—=y)} = {1 A pa(—y)} = {na(-y)}.
Dostavame vysledek

3% pro y € (=3, 1),
p-a(y) = pa(-y) = ¢ 5% proye (-1,1),
0 jinak.

b) Zde R = {(z,2?) : x € R}, takie pg(z,y) = 1 pravé tehdy, kdyz = = +,/y. Podle (4.3)

dostavame pro y > 0:
S

paz(y) =\ ur(y) Ana(e) = nalyy) V nal—vy) = max(ua(v/y), pa(=vy))-

Pro y > 0 je hodnota pug(z,y) A pa(z) nenulovd pro z = +,/y, takze se ndm supremum pfes r € X
redukuje na uvedené maximum ze dvou hodnot. Pro y < 0 je ugr(x,y) = 0 pro vSechna = € R, takze
v tomto piipadé je pa(y) = 0.

Pro nasi konkrétni mnozinu A mame tento vysledek:

S proy € (0,1),

naly) = 3_2‘/37 pro y € (1,9),
0 jinak.

reX

Véta 4.9. Rozsiteni r : F(X) — F(Y) binarni relace R C X x Y mé nésledujici vlastnosti

r(0) =0,
Al Q AQ = T‘(Al) Q 7’(142),

T(U/L) = UZ_T(Ai)v

r(ﬂ’Az) C ﬂ’T(Al) (nemusi platit rovnost).

Stejné vzorce plati i pro r—1 : F(Y) — F(X).
Véta 4.10. Pokud je R navic zobrazeni, pak plati

() -

Véta 4.11. Pro vSechna a € (0,1) plati
T(RA(()C)) Q R,,.(A)(a),
r(Sa(@)) = Sra(a),

Pro kone¢né mnoziny plati rovnost i v prvnim vztahu.

Konvexni fuzzy mnoziny

Definice 4.12. Necht L je linearni prostor. Ostra podmozina A C L se nazyva konverni, jestlize pro
vSechna z,y € A a pro vSechna A € (0,1) plati Az + (1 — )y € A.

Pro funkce prislusnosti Ize defini¢ni vztah psat
min(pa (@), pa(y)) < pa(Az+ (1= N)y).
To nam umoziuje zobecnéni na fuzzy mnoziny.

Definice 4.13. Nechf X je ostra konvexni podmnozina linedrniho prostoru. Fuzzy mnozina A € F(X)
se nazyva konvexnt, jestlize

Ve,ye X YA€ (0,1):  pa(Mz+ (1= y) > pa(z) A paly).

Véta 4.14. Konvexita je konzistentni vlastnost.

Konvexni fuzzy mnoziny tedy snadno pozname podle toho, ze maji vSechny fezy konvexni.
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5.

5.1.

5.2.

Fuzzy cisla a fuzzy intervaly

Zavedeni pojmu a zakladni vlastnosti
Definice 5.1. Fuzzy interval je takovd mnozina A € F(R), kterd spliiuje nasledujici podminky:

Supp A je omezena mnozina,

Pro v8echna « € (0,1) je Ra(a) uzavieny interval,

RA(1) # 0 (tj. Ra(1) je neprazdny uzavieny interval).

Je-li navic R4 (1) jednobodova mnozina, nazyva se A fuzzy cislo.
Poznamka 5.2. Toto je prevladajici, nikoli vSak jedind definice fuzzy disla, s jakou se lze setkat v lite-
ratute. Pro fuzzy intervaly a fuzzy ¢isla se pouziva spoleény termin fuzzy kvantity.

Podle véty 4.14 jsou fuzzy intervaly konvexni.
Jednoprvkové mnoziny realnych ¢isel jsou zvlastnim pripadem fuzzy cisel, odpovidajici puvodnim
redlnym ¢éislim (,0stra fuzzy éisla®).

Véta 5.3. Je-li A fuzzy ¢islo a pua(xz) =1, pak A je neklesajici na (—oo, ) a nerostouci na (x, +00).
Rozmyslete si, jak modifikovat vétu 5.3 pro fuzzy interval.

Definice 5.4. Fuzzy ¢islo opacné k fuzzy ¢islu A je mnozina — A definované vztahem
p-al(r) = pa(—x)

Fuzzy ¢islo opacné je definovano podle principu rozsifeni binarnich relaci uplatnénému na unarni
minus, viz piiklad 4.8. Specidlné pro vSechna « € (0, 1) je

R_a(a) = —Ru(a).

Binarni operace s fuzzy disly

Nyni rozsifime bindrni operace +, —, -, / z redlnych ¢isel na fuzzy intervaly. Pouzijeme k tomu princip
rozsifeni. Je vSak tieba jej kombinovat s dalsi konstrukei, totiz s cylindrickym rozsifenim. Tento obrat
je v mnohych knihach ptehlizen, proto se tomuto kroku budeme vénovat podrobnéji.

Chceme rozsifit binarni aritmetickou operaci 0 € {+, —,-, /}. Jelikoz 0 : R? — R, miZeme na 0O
pohlizet téZ jako na relaci, konkrétné jako na podmnozinu R? x R. Tu mtizeme podle jiz zavedeného
principu rozsffeni pro bindrni relace rozsitit na operaci F(R?) — F(R) (definice 4.6). Tu potiebujeme
jesté slozit se zobrazenim F(R) x F(R) — F(R?), k éemuz pouzijeme cylindrické rozsfieni (definice 3.19).
Tim dostavame pot¥ebnou binarni operaci nad fuzzy ¢isly o : F(R) x F(R) — F(R). Popsanou myslenku
rozsifeni binarni operace na fuzzy ¢isla upresnime v nasledujici definici:

Definice 5.5. Necht A, B jsou fuzzy intervaly, o € {+,—,-}. Pak A 0 B je fuzzy mnozina definovana
predpisem

paos () = sup {min ua(y). o (=) £ w2 € Royoz=a) =\ \/ () pus(o)

z,y0z=x
Uplatnime-li tuto definici na ostré intervaly, dostaneme tzv. intervalovou aritmetiku, viz nasledujici
priklad.

Priklad 5.6. Uvazujme ostré intervaly (a,b), (c,d). Pak plati
(a,b) + (¢, d) = (a + ¢,b+ d),
(a,b) — (¢, d) = (a — d,b—¢),
(a,by - {c,d)y = <min(ac7 ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)>,
(a,b)/{c,d) = (min(a/c,a/d,b/c,b/d), max(a/c,a/d,b/c,b/d)).
Posledni rovnost plati pouze tehdy, kdyz 0 & (¢, d). V opaéném piipadé vysledkem neni interval.

Pravé popsand intervalova aritmetika ndm umozni vypocet binarnich operaci s fuzzy intervaly pre-
vedenim do horizontalni reprezentace, nebot plati tato véta:
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Fuzzy cisla a fuzzy intervaly 5.2. Bindrni operace s fuzzy cisly

Véta 5.7. Pro libovolné fuzzy intervaly A, B a o € (0,1) plati

Ranp(a) = Ra(a) 0 Rp(a).

Poznamka 5.8. Vysledek nasobeni A - A nemusi byt nezaporny, tj. mize nabyvat nenulovych stupni
prislusnosti i pro zaporna ¢isla, pokud Supp A obsahuje zadporné i kladné ¢isla. Tim se tato operace lisi
od unarni A? popsané v piikladu 4.8.

Véta 5.9. Soucet, rozdil a soudin fuzzy ¢isel (resp. intervalil) je fuzzy ¢islo (resp. interval).

Déleni fuzzy ¢isel a intervalt se zavadi odlisné, abychom se vyhnuli problémtum s délenim nulou:

prasp(x) = sup{min(pa(y), pp(2)) : y,2 € R, y=2-2} =

= \S/y \S/MZM ra(y) A pp(z) = \/Z pa(z-x) A pp(2).

Podle tohoto vzorce lze délit i ,nulou”. Je-li B = {0}, pak pa/p(x) = pa(0), coz je konstantni fuzzy
mnozina (nikoli v8ak fuzzy interval). I pfi déleni jinymi fuzzy intervaly, obsahujicimi nulu (s nenulovym
stupném prislusnosti) vychazeji fuzzy mnoziny, které nejsou fuzzy intervaly. Jejich nosi¢ je neomezeny a
fezy nemusi byt konvexni.

Libovolné realné cislo x € R lze povazovat za specidlni pripad fuzzy c¢isla, reprezentovaného jed-
nobodovou ostrou mnozinou {z}. V dalsim textu je budeme znacit stru¢né x; funkce piislusnosti je

pa(y) = 6(y, ).
Véta 5.10 (vlastnosti operaci s fuzzy ¢isly). Pro fuzzy cisla A, B, C plati

0+A=A4, 0-A=0, 1-A=A,
A+B=B+A, A-B=B-A,
A+ (B+C)=(A+B)+C, A-(B-C)=(A-B)-C,
A+ (-B)=A- B, (—A)-B=—(A-B)=A-(-B),
—(=4) = 4,

A/B=A-(1/B), je-li prava strana fuzzy interval,
A-(B4+C)<(A-B)+(A-C) (nemusi platit rovnost).

Pokud je v poslednim vztahu A ostré ¢islo (A = ), pak nastava rovnost.

Poznamka 5.11. Nasledujici vztahy nemus? platit pro fuzzy ¢isla:

A—A=0,
(A+B)-B =4,
AJA =1,
(A/B)-B = 4,

A-(B+C)=A-B+A-C.
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