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Studenti pocitac¢ovych obori dnes nemaji v osnovich vyuky zdklady matematiky integralu vice
z této matematické oblasti. Text obsahuje i jednoduché zduvodnéni a nelpi na presnych matematickych
formulacich. Ty je pak mozno dohledat jinde. Studenti jej mohou pouzit ve vyuce pocitacové grafiky jako
doplnuji material k problému ,integrace na sféfe“. V néavrzich osnov pro pocitacové obory je bohuzel
kladen dtraz jen na ,diskrétni“ matematiku a zapomina se, Ze problém se ¢asto modeluje ,spojitou®
matematikou, kterad je samoziejmé pred implementaci do pocitace diskretizovana.

ee Krivkovy integral

V roviné z,y je definovéna redlnd funkce dvou redlnych proménnych f = f(x,y) (rozumnych vlast-
nosti, aby ji bylo moZno integrovat jak potfebujeme) a déle je v této roviné nakreslena spojita kiivka .
Provedeme restrikci definiéniho oboru f jen na kiivku ¢ a pokusime se funkci f podél ¢ integrovat.

e Predstava. Zkroutime prouzek papiru a pfilepime jej na kiivku tak, Ze je prouzek kolmy na vodorovnou
rovinu z,y. Pak zastfihneme okraj prouzku sméfujiciho vzhiiru podle funkénich hodnot funkce f. Ukolem
je spocitat plochu takového prouzku papiru. Kdyby méla funkce nékde zaporné hodnoty, musime nalepit
dalsi prouzek papiru smétujici doli pod rovinu a jeho plocha se samoziejmé odecita.

¢ Riemannova definice. Kfivku ¢ rozdélime na kratké tseky o velikosti ap;. Tyto velikosti nesméji
pfesahnout zvolenou velikost D. V kazdém tseku zvolime libovolny bod a funkéni hodnotu funkce f
v tomto bodé osnac¢ime f;. Kfivkovy integral je pak definovan jako

/@f(ar,y) dp = lim > firgs,

pokud tato limita existuje.
e Parametrizace kiivky. Zvolime interval (a,b) a kfivku popiSeme jako mnoZinu hodnot zobrazeni
¢ (a,b) — R2 tj. p(t) = [x(t),y(t)] pro t € (a,b). Pro jednoduchost neuvadim predpokladané vlastnosti
kfivky ani uvedeného zobrazeni. Rozumna je pfedstava ploteru, ktery kresli kfivku v ¢ase od vychoziho
¢asu a po koneény ¢as b, tj. pro t € (a,b) je hodnota ¢(t) néjaky bod v roviné z,y, ktery lezi na k¥ivce a
pero ploteru se v ¢ase pohybuje spojité, tfebaze riznou rychlosti. Bod ¢(a) je zadatek kiivky a ¢(b) je
konec kfivky.
e Transformacdni vorec. Kfivkovy integral se (za ur¢itych pfedpoklada o funkei f, kiivce ¢ a parame-
trizaci kiivky) da pocitat jako
b
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coZ uZ je bézny integral funkce jedné proménné. Znaky z(t) a y(t) jsou derivace ptislusnych funkei podle
¢asu (proménné t). Pokusime se tento vzorec zdvodnit. Z pohledu Riemannovy definice je tfeba sledovat,
jak se zméni délka tseku na intervalu (a, b), (napf. konkrétni usek at;) vzhledem k délkce odpovidajiciho

tseku na kfivce Ap;. Je totiz
_ Api
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Je tedy nutné spoéitat pomér Ag;/At;. Na obrazku jsou vyznaéeny body ¢;,t; + At; na intervalu (a,b)
a jejich odpovidajici obrazy.




Diky Pythagorovi vidime, ze ap; = v/(ax;)? + (ay;)?, takze je
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Pii limitnim pfechodu pro D — 0 pfechazi ax;/At; na &(t;) a Ay;/at; na §(t;), coz vysvétluje transfor-
maéni vzorec (1).
Pozorny ¢tendf si v8§iml drobného zadrhelu. Totiz Ap; se pfesné nerovné +/(az;)2 + (Ay;)?, protoze
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Ztistaneme tedy u toho, Ze chyba je ,,mensiho fadu“ nez pocitané hodnoty a pfi limitnim prechodu zmizi
uplné. Miuze poslouzit predstava, ze kfivku pfi pocitani souctid podle Riemannovy definice aproximujeme
po Castech tseckami Ay; a tato aproximace pfi limitnim pfechodu pro D — 0 pfechézi ve skutecnou
kiivku ¢.

o Krivkové integraly druhého druhu. Vyse uvedeny kiivkovy integral se nékdy nazyva integrdl prv-
niho druhu. Integrdlem druhého druhu pak neni plocha papirového prouzku (z nasi piedstavy), ale priumét
tohoto prouzku na stinitko prochazejici osami z, z nebo na stinitko obsahujici osy y, z. Pfedstavme si 3D
scénu s nasim duvérné znamym prouzkem papiru nalepenym na kiivku. Scéna je nasvétlena nekoneéné
vzdalenym zdrojem svétla s paprsky rovnobéznymi s osou ¥, resp. rovnobéznymi s osou x. Existuji tedy
dva integraly druhého druhu (podle zvoleného stinitka a sméru paprski). Plochu prouzku papiru je ovem
nutno orientovat a pocitat ,kladny“ a ,zaporny“ stin. Dopadaji-li paprsky na licovou stranu prouzku
papirku, plochu stinu pri¢itdme. Je-li osvétlena rubova strana prouzku papiru, plochu stinu odecitame.
Stin na stinitku miZe byt vicenasobny, pak se stiny vzajemné odecitaji a pri¢itaji podle vyse uvedeného
pravidla. Zkuste si rozmyslet, jak to funguje pro spirdlu. V nékterych fyzikalnich aplikacich se kfivkové
integraly druhého druhu vyskytuji, proto uvedu (uz bez odvozovéani) transformaéni vzorce:
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ee Plosny integral

V prostoru je definovéna realnd funkce tii redlnych proménnych f = f(z,y, z) (rozumnych vlastnosti,

aby ji bylo moZno integrovat jak potfebujeme) a déle je v tomto prostoru vymezena plocha S. Provedeme
restrikci definiéniho oboru f jen na plochu S a pokusime se funkci f podél S integrovat.
e Riemannova definice. Plochu S rozdélime na malé plosky S; o velikosti AS;. Nejvétsi vzdéalenosti
dvou bodi v kazdé jednotlivé plosce nesméji presahnout stanovenou velikost D. Z kazdé plosky vybereme
jeden (libovolny) bod a oznaéime funkéni hodnotu funkce f v tomto bodu znakem f;. Plo$ny integral je
pak definovan jako

/5 fw,v.2)dS = Jim 3™ a5,

pokud tato limita existuje.

e Parametrizace plochy. Zvolime obdélnik O = (a,b) X (¢, d) a plochu popiSeme jako mnozinu obrazl
prostého zobrazeni S : O — R3, tj. S(u,v) = [x(u,v),y(u,v), z(u,v)] pro u € (a,b), v € {c,d). Plocha
je tedy urcena tfemi funkcemi x,y, z, kazda funkce ma dvé proménné. Predpoklada se, ze lze funkce
x,y, z derivovat jednak podle u a jednak podle v (s vyjimkou koneéné mnoha boda). Témto derivacim,
kdy nékterou proménnou povazujeme za konstantu (parametr) a podle jiné derivujeme, fikdme parcidlni
derivace a znacime %, tj. parcialni derivace funkce x podle proménné u. Podobné %, g—z, atd. Také
plocha S musi mit rozumné vlastnosti. ,Nerozumny* je naptiklad Mdobiav list: prstynek z prouzku papiru
ktery byl pred slepenim pieklopen, tj. licova strana prouzku ptrechazi v rubovou.

e Transformaécni vzorec. Plosny intergrél se (za urcitych predpokladi o funkci f, plose S a paramet-
rizaci plochy) da pocitat jako

/ flz,y,2)dS = // f(x(u,v),y(u,v), z(u,v))\/ A2 + B2 + C?dudv, (2)
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coz je dvojny integral funkce dvou proménnych (u,v), na ktery lze pouzit Fubiniovu vétu (viz déle).
Pritom funkce A, B, C jsou determinanty parcidlnich derivaci, které se pocitaji takto:

9y Oy 9z Oz 9z Oz

_ ou  Ov _ ou  Ov _ ou  Ov
A—det(a_z &>, B—det<& %), C = det oy oy | (3)

ou ov ou ov ou ov

2



Uvedeny transformacni vzorec si nyni zdtvodnime. Ze stejného divodu jako u kiivkového integralu mu-
sime p¥i transformaci hledat pomér AS; ku A[u;, v;]. Symbolem Afu;, v;] zde rozumime plochu obdélnicku
o stranach Au;, Av; a symbol AS; oznacuje plochu jeho obrazu. Obraz S; aproximujeme rovnobéznikem
prolozenym body S(u,v), S(u+ Au,v), S(u,v 4+ av). K faktu, ze skuteéna ploska S; se tomuto rovno-
bézniku pfesné nerovnd, uc¢inim stejnou nepfesnou poznamku, jako jsem vyslovil u kiivkového integralu:
po limitnim pfechodu se chyba vytrati. Na obrdzku je vyznacen jednak obdélni¢ek Alu;,v;] a jednak
aproximace jeho obrazu. Index ¢ je vynechan. Rovnobéznik vpravo je umistén v t¥irozmérném prostoru,
takze vyznacené vektory maji tii slozky, které jsou oznaceny (A,Z, AyY, £u2) & (AyT, AyY, AyZ).

S(u, v+2v
[u, v+Av] [u+2u, v+20] (80T, 0,Y,0,2)
/\ (A0 yr502)
S(utau,v)
[U,’U] [U+AU7U] S(u,v) = [J:,y,z]

Plocha rovnobéznika v prostoru se pocita dle znamého vzorce z linearni algebry jako velikost vekto-
rového souinu (A&, AuY, Ay2) X (A,T, ALY, Ayz) & znovu z linedrni algebry vime, Ze velikost takového

vektorového soucinu lze pocitat jako \/ D2 .+ D2, + D2 ., kde

Y,
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Pomeér ploch obrazu ku vzoru vzhledem k nasi transformaci tedy je

D3+ D2+ D3, _J(Pus ' (Pes ), (D)
AUAV - AUAY AUAD runv )

Dy,
Y, = det (Auy/Au Avy/Av)

Protoze

AUAD Ayz/ou Dyz/av

(a podobné pro ostatni dva determinanty), pfechdzi pomér ploch pfi D — 0 v A%+ B?2 + C?, coz
zduvodiiuje transformacéni vzorec.

e Poznamka. V nékterych tabulkach je mozné najit ve vzorci (2) misto vyrazu v A2 + B2 + C? vyraz
VEF — I2, kde

ox\? dy 2 0z\? oz \? Jy 2 0z\° Oxr 0xr Oy Jy 0z 0z
E—<%> +<%> +<%> ) F—(@) +<%> +<%> ) H—%%-ﬁ-%%-f—%%
Prostym (i kdy# ponékud zdlouhavym) vypoctem se d4 ovéftit, ze /A2 + B2 + C2 = /EF — H2.

e Plodny integral druhého druhu. Vyse uvedeny integral je nazyvan plosnym integrdlem pruniho
druhu. Ve fyzice se nékdy téz pracuje s plosnymi integrdly druhého druhu:

Iyyz:/Sf(x,y,z)dSW://Of(x(u,v),y(u,v),z(u,v))Adudv

a podobné daldi integraly druhého druhu I, ., I,,. Jednd se o primeéty, ovSem lidskd predstavivost
pokulhédvé, nebot k tomu potiebujeme vrhat stiny ve 4D scéné a pocitat jejich ,orientované objemy*. Je
to analogické, jako u kfivkového integréalu, ale je zde jedna dimenze navic.

ee Piiklad: integrace na hemisfére

Necht S je povrch koule o poloméru 1 se stiedem v bodé [0,0,0] a S; je priinik S s poloprostorem
P = {[x,y,2] € R3;2z > 0}, tj. S1 je ,horni polovina® sféry. Budeme integrovat funkci f = f(x,v, 2)
na Si. Provedeme parametrizaci Sy (tzv. sférické souradnice):

z(0,¢) =sinfcos¢p, y(0,¢) =sinbsing, z(0,¢)= cosb, 0 e <0, g>, ¢ € (0,2m).



K odvozeni téchto vzorct vyuzijte obrazku z libovolné ucebnice o grafice a vSimnéte si, ze vyska bodu
[x,y, 2] na sféfe (tedy z) je rovna cosf. Viechny body na S se stejnou vyskou tvori kruznici o poloméru
r = sin 6, takZe [z, y] = [r cos ¢, rsin @].

Zavedeme oznac¢eni O = (0,7/2) x (0,27) a pouZijeme vzorec (2):

fz,y, 2z dwf// ¢),z(0,¢))\/A2+B2+C’2d9d¢.
S1

Protoze

ax_ 8&6__. . @_ . @_- %__' @—
80—0059(:05(;5, 96 sin 0 sin ¢, 89—c03981n¢, a¢—31n9cos¢, 90 sin 6, 8(;5_0’
je

VTR O -
:\/det<cosﬁsin¢ sin@cos¢>2+det(cosﬁcos¢ —sianin¢)2+det<cosﬁcos¢ —sin@sin¢)>2:

—sinf 0 —sinf 0 cosfsing sinfcos¢

sin? 0 cos? ¢ + sin® #sin? ¢ + cos? fsin? § = Vsin* 0 + cos? fsin? = Vsin2 0 = sin 0
a odtud plyne odpovéd na otdzku v nazvu tohoto textiku, Ze je dw = sin6df d¢.

ee Dvojny integral, Fubiniova véta

V roviné z,y je vymezena oblast €2, jejiz hranice je uzavienad kiivka. Na  je definovana realna
funkce dvou proménnych f = f(x,y). Tuto funkci budeme integrovat pies €.
e Predstava. Uvazujme téleso se zakladnou €2, které ma stény podél hranice 2 kolmé k roviné z,y.
,StFecha tohoto télesa kopiruje funkéni hodnoty funkce f. Objem takového télesa je dvojny integral
funkce f pres 2. Ma-li funkce f zaporné hodnoty, pak objem télesa pod rovinou x,y je nutno odecist.
e Riemannova definice. Viz definici plosného integralu, kdy specialné S = (2. Uvedeme ptiklad rozdé-
leni 2 na plosky, které vyhovuje podmince o vzdalenosti dvou bod mensi nez D: uvazujme ¢tvercovou
sit se stranami étverce ax = Ay = D/2 a uvazujme jen ty ¢tverce, které maji s  neprazdny prinik.
Hledané plosky S; jsou bud celé ¢tverce (pokud lezi uvnitt 1), nebo to jsou pruniky ¢tverci s Q (pokud
se jednd o ,hraniéni éterce®). Vné Q dodefinujeme funkci f hodnotou 0 (to nebude mit vliv na hodnotu
integralu) a v p¥ipadé ,hrani¢nich ¢tverct® volme funkéni hodnotu bodu vné Q, tedy f; = 0. Do souctu
tedy tyto ¢tverce nepfispivaji Zddnou hodnotou a miiZzeme je pii s¢iténi (niZe) ignorovat. Vnitini ¢tvece
maji vSechny stejnou plochu AS; = axay, takze podle definice je dvojny integral roven

/Q f.y)drdy = lim 3 fraway

e Idea Fubiniovy véty. Objem télesa uvedeného vyse v odstavci ,predstava® lze pocitat tak, ze té-
leso rozfezeme na tenké platky (jako Sunku) ve sméru osy z, spocitdme obsah kazdého platku (vnitini
integral), tyto obsahy vynésobime tloustkou platku (aAy) a seteme (vnéjsi integral). Téhoz vysledku
dosdhneme, pokud téleso krajime ve sméru osy y na platky.

e Popis fezui mnoziny . Ozna¢im P,(?) pramét mnoziny 2 na vertikalni osu (tj. osu y) a Cr(y) je
horizontalni fez mnoziny 2 vedeny bodem y. Podobné P, () je primét mnoziny 2 na horizontélni osu
(tj. osu z) a Cy(z) je vertikdlni fez mnoziny  vedeny bodem xz. Pfesnéji

Py(2) = {y; 3o takové, ze [v,y] € O}, Cu(y) = {z; [z,y] € O}
a podobné pro P,(Q2) a C,(z) (viz obrazky).

/

~ 7 T Py(Q))
Cn(y)



e Fubiniova véta. Pokud vsSechny uvedené integraly existuji, pak je

/Q f(,y) dzdy = /P . ( /C » f(smy)dx) dy = /P . ( /C » f(x,y>dy> du

Fubiniova véta tedy prevadi dvojny integral na postupné poc¢tani dvou integrala funkce jedné proménné.
Napriklad pfi vypoc¢tu vnitiniho integralu podle dz povazujeme proménnou y funkce f za parametr a
teprve pfi vypoctu vnéjsiho integralu se tato proménné projevi.

e Specialni pfipad. Oblast 2 je obdélnik se stranami rovnobéznymi s osami, tedy 2 = (a,b) x {(c,d).
Pak P,(Q2) = (¢,d), Cr(y) = (a,b) pro vSechna y € (c,d). Také P,(Q2) = (a,b), Cy(x) = (¢, d) pro vSechna
x € {(a,b). Tvrzeni Fubiniovy véty ma pak tvar:

/Qf(:ay)dwdy:/cd ([f(ac,y)dx) dyz/: (/Cdf(w,y)dy> . (4)

coz je piipad, ktery vyuzijeme pfi vypoc¢tu plosného integralu po transformaci podle vzorce (2). Pokud
integrujeme pfes obecnou oblast 2, mizeme dodefinovat funkci f vné oblasti nulou a uzaviit oblast (2
do néjakého obdélnika, ktery ji obsahuje. Pak lze integrovat pfes obdélnik, takze se c¢asto Fubiniova
véta zminuje jen v jednodussim tvaru (4). OvSem pii skuteéném vypoctu integralu pies obecnou oblast
musime nakonec vyse uvedené fezy vzdy vydcislit.

e Priklad. Pokracujeme piikladem integrace na hemisfére.

Fyy2) dw =
S1
= [[16.0).9(60.0). (0. ) sin0 206 ~ | m( / %f(x(@,¢),y(9,¢),z(0,¢))d¢>sin9d0

e Substituce ve dvojném integralu. Necht G : 2 — R? je prosté zobrazeni (dvou proménnych na dvé
proménné), tj. G(u,v) = [z(u,v),y(u,v)]. Pak za pfedpokladu existence uvedenych dvojnych integralt

Je //G(Q) f(w,y)dzdy = //Q f((@(u,v),y(u,v))|C| dudo,

kde C je determinant ze vzorce (3), kterému se v tomto kontextu ¥ikd jacobidn. Vzorec je dusledkem
vzorce (2), kdy# volime z(u,v) = 0. Pak totiz je A = 0, B = 0 a v/C2 = |C|. Tento vzorec lze snadno
zobecnit na substituci v n-nasobném integralu. Lze ukézat, Ze pro prosté zobrazeni G je jacobiin na
celé Q bud nezdporny nebo nekladny, takze lze absolutni hodnotu bud umazat nebo nahradit nasobe-
nim hodnotou —1. Substituce ve dvojném integralu se nékdy hodi pfi vypoctu integralu pred pouzitim
Fubiniovy véty.



