Zakladni radiometrické velic¢iny

Radiometrické veli¢iny se v textech, se kterymi jsem se setkal, zavadéji velmi formalné, napf. iradi-
ance F = g—i. Pokusil jsem se presnéji popsat, co jednotlivé funkce znamenaji. Forméalni zapisy jsou zde
nahrazeny presné formulovanymi limitami. Tato prace v ivodnich textech k radiometrii obvykle chybi.

Nesvételny uvod

Na néazorné fyzikalni veli¢iné ,rychlosti“ si podrobné ukazeme vyznam limitniho prechodu, ktery se
v riznych obménach bude ¢asto v tomto textu pouzivat. Sledujme bod pohybujici se po pfimce. V Case
t je bod v misté s(t). Derivaci funkce s podle ¢ (pokud existuje) dostavame okamZitou rychlost

ds . s(t)—s(t+h) lim s(t2) — 8(t1).

o dt h—0 h tg—t1—0 to — 11
t1<tg, t€(t1,t2)

Necht 7 je mnozina vsech intervaltl na R. Uvazujme funkci D : Z — R, ktera pro kazdy ¢asovy in-
terval (t1,t2) vrati vzdalenost, kterou sledovany bod béhem daného ¢asového intervalu urazil. Presnéji
D((t1,t2)) = s(t2) — s(t1). Funkce D sice neobsahuje informaci o okamzité poloze bodu v ¢ase ¢, ale
okamzitou rychlost mizeme z této funkce stale pocitat:

dD

D((t1,t2)) . D((t1,t2))
dt

v(t) = lim g T g e = (form4lng) =
tg—t1—0 — d(ty,tn)—0
ty<tg, tE(t1,tn) 2 1 tel<t12,f,2) 'u< L 2>

(t).

Symbolem pu(ty,t2) je oznacena velikost intervalu (¢, ). Symbolem d(ty,ts) je také oznafena velikost
intevalu. Tyto dvé funkce se za¢nou liSit aZ u mnozin s vyssi dimenzi nez jedna.

Vidime, ze D je funkci intervalu (ne redlného ¢isla) a obsahuje veskeré informace pro vypocet
okamzité rychlosti a nic navic. Obracené, ze znalosti okamzité rychlosti v kazdém c¢ase ¢ mizeme spocitat
hodnotu funkce D pro kazdy interval:

D({tr, 12)) = / oft) dt.

(t1,t2)

Ukazuje se, Ze je ucelnéjsi pii studiu nékterych fyzikalnich veli¢in pracovat s realnymi funkcemi intervalu,
kfivky, plochy, objemu, atd. Tyto funkce se chovaji jako specidlni miry uvedenych mnozin.

Uvedeme jesté jeden piiklad. Necht Q je mnozina vSech ,kvadri“ tvaru ¢ = i1 X is X i3, kde 41, 12, i3
jsou realné intervaly. Uvazujme funkci M : @ — R, jejiz hodnota pro dany kvadr ¢ je hmotnost ¢asti
télesa vymezené kvadrem ¢q. Oznacéme jesté

d(q) = sup |Z 7],
7,j€q

tedy vzdélenost dvou nejvzdalensjsich bodt mnoZiny ¢, neboli pramér mnoziny ¢. Déle 1(q) znad¢i objem
mnoziny ¢g. Pak mtuzeme pocitat hustotu v bodé & a obracené, funkci M muzeme urcit z hustoty:

. M(g) ney — M e
o(Z) = d(gg*o o) (formélné) = FER M(q) = /qg(x)dx.

Typicky tedy v limité, kterd se Casto nahrazuje zapisem formélni derivace, najdeme néjakou funkci
intervalu, plochy, objemu atd. délenou velikosti tohoto intervalu, plochy, objemu.

Vysetfovana funkce mize mit i vice proménnych, napf. jedna proména reprezentuje plochu, druha
interval, tfeti prostorovy thel, atd.

V limitnim pfechodu vzdy prechazi primeér néjaké mnoziny d k nule za dopliujici podminky, ze
sledovany bod v mnoziné trvale lezi. Ma-li mnoZina dimenzi jedna (interval), délime v limitnim p¥echodu
délkou intrervalu. Ma-li mnozina dimenzi dva (plocha), délime velikosti plochy a mé-li mnozina dimenzi
tfi (objem), délime velikosti objemu. Ve vSech p¥ipadech tuto miru mnoZiny zna¢ime stejné: p.



Zavedeni radiometrickych veli¢in

Necht S je plocha, tj. podmnozina v prostoru R3, ktera je obrazem néjaké spojité funkce
©:(0,1) x (0,1) — R3.

Parametrizace ¢ musi spliiovat dalsi vlastnosti, abychom mohli hovofit o ploSe, ovSem v tomto textu staci
plochu chépat intuitivné. Po plose mohou lézt dva mravenci, ktefi se nikdy nepotkaji, pokud neprekonaji
okraj plochy. Jeden mravenec leze po ,vnitini“ a druhy po ,,vnéjsi“ strané plochy. Normélovy vektor
v reguldrnim bodé plochy (kolmy na te¢nou rovinu) vzdy orientujeme tak, ze sméfuje od plochy ven a je
viditelny z vnéjsi strany plochy. Dvé mnozinové shodné plochy se mohou lisit tim, ktera strana plochy se
povazuje za vnitini a ktera za vnéjsi. Tim, ze rozhodneme, ktera strana je ktera, jsme plochu orientovali.

Plocha mtize ale nemusi byt ve scéné totoznéd s povrchem néjakého 3D télesa nebo ¢asti tohoto
povrchu. Pokud je, pak plochu orinetujeme ptirozené tak, ze vnéjsi strana plochy sméfuje vné télesa a
vnitfni strana dovnitf.

Ozna¢me P mnozinu vSech orientovanych ploch a Z bude mnozina vSech ¢asovych intervalt. Uva-
zujme funkci @ : P x Z — R, jejiz hodnota vyjadiuje mnozstvi svételné energie, které dopadne na vnéjsi
stranu plochy za ¢asovy interval. Konkrétné zapisem Q(S, (t1,t2)) vyjadiujeme mnozstvi svételné ener-
gie, které dopadne na vnéjsi stranu plochy S za ¢asovy interval (i1, t2). Fyzikdlni jednotkou energie Q) je
Joule [J].

Vzhledem k vlnové povaze svétla je potieba rozliSovat svételnou energii na ruznych vlnovych délkach,
nebo seéist (integrdlem) svételnou energii v uréitém rozsahu vinovych délek. P¥i osvétlovani modelované
scény si ovSem vystacime se zjednodusenim tohoto problému: bude nam stacit uvazovat veskerou svétel-
nou energii (tvofime obraz ve stupnich Sedi, tj. séitdme energii na vSech viditelnych vlnovych délkach)
nebo rozdélime spektrum na barevné slozky, naptiklad ¢ervenou, modrou, zelenou. S kazdou barvou pra-
cujeme zvI4st. Rozlisujeme tedy funkci @ pro kazdou barevnou slozku. V dalsim textu uz vinovéa délka
nebude kviili zjednoduseni uvazovana.

Vzhledem k ¢asticové povaze svétla se hodi svételnou energii interpretovat jako pocet fotont néaso-
beny konstantou e (energii jednoho fotonu). Kazdy foton (na urcité vinové délce) je nositelem konstantni
déle nedélitelné energie. Foton se vzdy pohybuje pfimocafe rovnomeérnou rychlosti ¢, dokud nenarazi na
néjakou prekazku. Z tohoto pohledu je (Q mnozstvi fotoni, které dopadly na vnéjsi stranu plochy S za
Casovy interval (t1,t2). Toto mnozstvi samoziejmé nasobime kontantou e. Dalsi osud fotont po dosazeni
vnéjsi strany plochy S neni v tuto chvili podstatny. Je-li S jen abstraktni plocha, ktera neni povrchem
zadného télesa, pak fotony projdou plochou a dale pokrac¢uji v pfimocarém pohybu. Je-li S povrchem,
fotony mohou ménit smér svého pohybu nebo mohou zaniknout (pfejit v jinou formu energie).

Casticovy pohled na svételnou energii je uziteény, kdyz si potfebujeme ujasnit smér Sifeni svételné
energie (tj. smér pohybu fotont). Matematicky model ale vyuziva integralti a derivaci, tedy spojitou
matematiku. Predpoklada se tedy, Ze je svételnad energie délitelnd na libovolné malé ¢asti.

Svételny tok (flux) je hodnota funkce ® : P — R, kterd je definovdna jako

 QS(02)
d(ty,tg)—0 M<t17t2>

te(ty,ta)

dQ

®(S,t) = = (formélné) = e (1)

Svételny tok vyjadiuje celkovy ,otisk* svételné energie na vnéjsi strané plochy S v okamziku ¢. Predstavit
si to muZeme nasledovné: Po dobu jedné sekundy pocitame fotony, které dopadly na vnéjsi stranu plochy
a vysledek vynéasobime energii fotonu e. Pak upfesnime: pocitame fotony jen po dobu napf. tisiciny
sekundy a vysledek nasobime 1000e. Pokud to nestaci, dale zkracujeme cas ,zavérky“. Tim se blizime
k vyse uvedené limité.

Casto se pocita osvétleni scén, ve kterych se svételné podminky (tok) v ¢ase neméni. Pak je uvedena
limita rovna ®(S,t) = Q(S,(0,1)), tj. popisuje mnozstvi energie dopadlé na vnéjsi stranu plochy S
za jednotkovy Gasovy interval (za jednotku ¢asu). Navic funkce ® je pak konstantni v proméné ¢, takze
¢asovou proménnou v takovém piipadé nebudeme pouzivat. ®(S) je tedy rovno mnozstvi svételné energie
dopadlé na vnéjsi stranu plochy S za jednotku ¢asu. Po dobu jedné sekundy tedy pocitame fotony dopadlé
na vnéjsi stranu plochy a vysledny pocet vynasobime konstantou e. Fyzikalni jednotka svételného toku
je Watt [Js™1].

Kromé svételné energie dopadajici na vnéjsi stranu plochy bude potfeba mérit svételnou energii
vyzafenou z vnéjsi strany plochy (fotony, které opustily plochu) a dale bude potfeba Casto méfit jen
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energii, kterd odpovida jen nékterym fotontim, které ptichézeji z vymezeného prostorového tthlu nebo
jsou vyzafeny do vymezeného prostorového thlu. Je proto rozumné pridat funkci ® kromé proménné
»typu plocha“ jesté proménou ,typu prostorovy thel“ U. Prostorovy thel je (neorientovand) plocha na
stére, tedy souvisld mnozina smért. Symbolem I/ ozna¢im mnozinu vSech prostorovych thli. Déle pfidam
k funkci ® index, kterym rozlisim, zda se jedna o pfijatou nebo vyzafrenou energii. Dostavam tak ponékud
modifikované funkce ®; a ®,.:

Svételny tok dopadajici na plochu S ze sméru U je hodnota funkce ®; : P xU — R. Jmenovité
®,(S,U) je mnozstvi energie dopadlé na vnéjsi stranu plochy S ze vSech smérti U za jednotku ¢asu. Smér
pohybu kazdého zapocitaného fotonu je tedy opac¢ny néjakému sméru, ktery lezi v U.

Svételny tok vyzareny plochou S ve smérech U je hodnota funkce ®,. : P xU — R. Jmenovité
®,.(S,U) je mnozstvi energie vyzarené vnéjsi stranou plochy S do vSech smért U za jednotku ¢asu. Smér
pohybu kazdého zapocitaného fotonu je nyni souhlasny s né€jakym smérem v U.

Mnozinu smért U lze rozdélit na dvé disjunktni podmnoziny. Na smeéry U;, které jsou dosazi-
telné z vné&jsi ¢asti plochy, a na zbytek Us. Je ziejmé, ze ®,(S,U) = ®,(S,U1), ®,.(S,U) = ®,.(5,U1),
D,(S,Uz) =0, ®,.(5,Us) = 0.

Pokud se neomezujeme na uréitou mnozinu sméri vyzafené nebo dopadajici energie, sta¢i volit
U = Q, kde Q znadi jednotkovou sféru. Kvili struénosti piseme @;(5, Q) = &,(S), ,(S,Q) = @,.(9).

V dalsim textu budeme svételnou energii sledovanou na plose a mnoziné smeért ,zaostfovat do
bodu a do paprsku. Provedeme to limitnim pfechodem sledované plochy do bodu a/nebo vymezeného
prostorového tthlu do konkrétniho sméru. Kdybychom tento pfechod provedli jen v argumentech funkce &,
dostaneme nulu. Vychézi to napfiklad z predstavy, ze pravdépodobnost, Ze existuje foton, ktery se strefi
pfesné do vybraného bodu nebo ktery mé presné zvoleny smér, je nulova. Je tedy zfejmé, ze v limitnim
prechodu bude potieba délit velikosti zmensované plochy nebo velikosti zmensovaného prostorového thlu,
abychom dostali smysluplnou fyzikalni veli¢inu.

Zvolme plochu P € P a necht bod Z lez{ na plose P. Intenzita ozéafeni (iradiance) bodu Z na
plose P je hodnota funkce £ : P — R definované

. . D,(5) do;
E@) = 1 = (f 4lné) = . 2
() ig(sé)nslgp () (formélné) a5 (2)

Intenzita vyzareni (radiozita) bodu & na plose P je hodnota funkce B : P — R definované

d®,

. . ,.(5)
B(7) = d(lgrio w(S)

zTes, SCP

= (forméalné) =

Takze iradiance je svételnd energie pfichazejici se vSech smért (vnéjsi strany plochy) k danému bodu
T a radiozita je energie vyzarena bodem & do vSech sméri vnéjsi strany plochy. Fyzikalni jednotka je
[Wm~2].

Je potfeba upozornit, Ze uvedené veli¢iny F a B jsou zdvislé na volbé plochy P. Hodnota E(Z) a
B(Z) zavisi na ploSe P v e-okoli bodu Z. Tuto zavislost je tfeba mit na paméti, i kdyz ji do argumentt
funkci F a B nezapisujeme.

Nasledujici veli¢ina ,intenzita zafeni plochy v daném sméru“ se v literatuie nevyskytuje. Je zavedena
pro ucely tohoto textu jako mezistupei mezi tokem ® (zavislost na mnoziné smért a celé plose) a radianci
L (zavislost na jediném sméru a jediném bodg).

Intenzita zareni plochy S ve sméru & je hodnota funkce I,. : P x Q@ — R definované

8,(5.0)
o (D)

d®
= (f ilng) = ——. 4
(forméalné) a5 (4)

I.(5,0) =

Fyzikélni jednotka intenzity zaieni je [Wsr—1].
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Na obrézku 1 se divame z boku na ,rovnou® plochu S a sledujeme jeji intenzitu zafeni ve sméru &.
Vidime, Ze je v daném sméru stejna, jako intenzita zafeni ,rovné“ plochy S+, kterd je kolma na smér
zéfeni, pokud samozfejmé mezi S a S neni zadna piekazka svétla:

Zjevné plati p(S+) = cosf u(S), kde @ je tthel mezi normalou plochy S a smérem . V nésledujicim
limitnim pfechodu, kdy ,svételny valec“ I, pfejde ve ,svételny paprsek“ L, (radiance bodu) se misto
plochy S pracuje s plochou S*, tedy s priimétem S, ktery je kolmy na smér . Tim bude zarucena
nezavislost radiance na zvolené plose.

Piedpoklddame plochu P € P a na ni reguldrni bod #. ZaF (radiance) bodu # ve sméru & je
hodnota funkce L, : P x Q@ — R, kterd je definovand pro £ € P a smér & € () takto:

o L(SY,3) L(S.9) di, 42,
L.(Z,&)= 1 — = —————~ = (forméaln¢) = = =
(@,9) ?ggslgggp wu(S+) ¥g(sé§§gp cos O u(S) (formélné) cosfdS  cosfdSdw ®)

zde 0 je tthel mezi normalou plochy P v bodé ¥ a smérem &. Fyzikalni jednotka zaie je [Wm~!sr—1].
Analogicky, jako vyzafena radiance L, z bodu x ve sméru & se definuje prijata radiance L; ze sméru
@ v bodé Z:

1.(S.& o
Li(#@) = 5D e 148,5) = tim 25D
#£8'52p 0sOn(S) Wy wU)
formélné tedy:
d2®,
L’L _», 5] = —7‘_'.
(7.9) = 50 d5d5

Je potfeba zdiraznit, ze radiance bodu v daném sméru neni zavisla na volbé plochy P. Kdybychom
stejnym bodem Z prolozili jinou plochu P’, kterd méa jinou normélu v bodé Z (obrazek 2), pak se typicky
stane, ze

lim 1,(5,5) lim 1,(5,5)
A5 M) T AL, )
ale
L(73) = lim 59 i 1,(5,3)
RIS cos 0 u(S) S0 cos 0 (S)

takze faktor 1/ cos 6 je mozno vnimat jako ,korekéni“ koeficient, ktery zajisti, ze veli¢ina L je nezavisld
na volbé plochy P. Plocha ovSsem nesmi byt orientovana tak, aby normala svirala se smérem & tihel vétsi
nez m/2. V takovém piipadé neni smér & dosaZitelny z vnéjsi strany plochy a je L = 0.

P 3 P P o P
\ [ paprsek a (S

Obréazek 3 Obrazek 4

Podél celého paprsku (kde nejsou prekdzky) naméfime stejnou hodnotu veli¢iny L. To znamena,
ze zvolime-li bod & v paprsku a prolozime jim plochu P, ktera protina paprsek v bodé Z, a déle jinde
na paprsku volime bod ' a prolozime jim plochu P’, kterd rovnéz protind paprsek ve zvoleném bodé
(obrazek 3), pak je L(Z,d) = L(#, +d). Indexy L; resp L, a znaménko + nebo — je potieba do rovnice
doplnit podle toho, jak jsou orientovany plochy P a P’ vzhledem ke sméru paprsku &.

Specidlng, necht 7 a 7’ lezi na télesech s povrchem P a P’ a tyto body jsou vzdjmené viditelné
(obrazek 4). Necht & je smér od Z k &'. Pak L, (Z,J) = L;(Z', —d).



Vztahy mezi radiometrickymi veli¢inami

Radiometrické veli¢iny, které jsou zavedeny jako derivace podle plochy, ¢asu nebo prostorového thlu
jinych velic¢in, lze pouzit zpétné pro vypocet téchto jinych veli¢in integrovanim. Viz téZ nesvételny tvod:
vypocet vzdalenosti D z rychlosti nebo vypocet hmotnosti z hustoty.

Protoze je svételny tok ® mozno pocitat z energie @, formalné ® = % (podrobnéji viz rovnice 1),
plati

QS (11, 5)) :/ (S, 1) dt.
(t1,t2)

d®;
ds >

Protoze je iradiance F pocitana z pfichoziho toku ®;, formalné F = a radiozita B z odchoziho toku
d®,

ds

®,., formélné B = (podrobnéji viz rovnice 2, 3), je

Protoze intenzitu zafeni plochy ve sméru I, je mozno pocitat z ®,., formalné I, = g—f (podrobnéji viz
rovnici 4), je

B,(S,U) = / 1,(8,w) d3. (6)
U
Protoze radianci L, je mozno poditat z ®,, formalng L, = -4 2= (podrobngji viz rovnici 5), je

<I>T(S,U):/ /Lr(f,ﬁ)cosedsdﬁ.
vJs

Ve vnitinim integralu se integruje podle proménné & pies plochu S, pfitom se méni i 6, coz je thel mezi
(konstantnim) smérem & a (proménlivou) norméalou plochy 7z v bodé Z. Pokud na plose S existuji body
Z, ze kterych smér & neni dosazitelny vnéjsi stranou plochy (tj. 6 > 7/2), je samoziejmé L,.(Z¥,J) = 0. Ve
vnéjsim integrélu se integruje podle proménné & pies mnozinu sméri. Podle Fubiniovy véty lze poradi
integrovani obratit, tedy

‘I’T(S,U)://LT(f,fD')cosﬁd@'ds.
SJU

Analogické vztahy plati pro L; a ;.
Veli¢ina E (iradiance) zahrnuje energii pfichézejici ze vSech smért k danému bodu Z. Je-li bod
Z regularni bod plochy P, mnoZina vSech pfipustnych smért, ze kterych je mozno ozarit bod ¥, tvofi
hemisféru
Qz p = {&; Ghel mezi & a normalou 7z je mensi nez m/2}.

Takze v tomto piipadé lze FE pocitat jako integral z L; takto:
E(Z,P)= / L;(%,d) cos 0 d@.
Qz,p

V tomto integréle se rovnéz méni 0, tentokrat kvili tomu, Ze se méni &, zatimco norméla je konstantni.
Analogicky lze pocitat B pomoci L, jako

B(#,P) = / L.(Z,&) cos 0 d&.
Qz p

7 téchto integrald je znova vidét zavislost veli¢in £ a B na plose P.

Je potfeba upozornit, Ze pro singuldrni body (napiiklad hrany nebo kouty) je mozné pouzit piimo
definici E resp. B, ale ne zde uvedené integralni vzorce. V singuldrnich bodech neni totiz L definovino
a také integrovand mnozina neni nutné hemisféra. Radiozitni metoda predpokladd B jako integral pres
hemisféru, tj. pracuje s velicinou B jen v regularnich bodech plochy. Pfirozené pak v singularnich bodech
plochy (napf. v koutech) tato metoda selhava.



Svételné zdroje

Vykon (power) svételného zdroje je ®,.(P), kde P je plocha obklopujici svételny zdroj (napt. sféra)
a méfi se jen svételnd energie pochézejici ze svételného zdroje (tedy nikoli nap¥. odrazené svétlo). Mezi
zdrojem svétla a obklopujici plochou P nesmi byt zadné prekazky. Je zfejmé, ze vykon zdroje nezavisi
na volbé obklopujici plochy P. Je rozumné za P volit povrch svételného zdroje a v pripadé bodového
zdroje sféru se stfedem ve zdroji.

ZaFivost zdroje (radiant intenzity) je I.(P,w), kde P je plocha obklopujici svételny zdroj a w je
zvoleny thel. V pfipadé idealniho bodového zdroje plocha P v daném sméru w zaii v jediném bodé
(singularita) a zafrivost I,.(P,w) je pro v8echny sméry w shodné a je rovna I = ®,.(P) /47w (vykonu zdroje
déleném plochou jednotkové koule). Tato rovnost je disledkem rovnice (6):

®,(P) =d,(P,Q) = /

Q

I(P,w)dw = /

[dwz[/dw:1~47r.
Q Q



